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Voorwoord

Het uitgangspunt bij het samenstellen van deze syllabus is geweest
een behandeling van de lineaire algebra te geven voor diegenen, die een
goede wiskundige achtergrond zoeken bij het toepassen van de lineaire al-
gebra. Er is naar gestreefd de behandeling van de stof streng te ontwik-
kelen en alle uitspraken te bewijzen.

Als voorkennis wordt verondersteld de wiskundekennis vergelijkbaar
met die voor het eindexamen van de middelbare school (bijvoorbeeld Wis-
kunde I). Vanwege de uitgebreide behandeling van de stof moet. het moge-
1lijk zijn deze syllabus zonder directe begeleiding door te werken. Er is
veel zorg besteed aan de presentatie van de stof.

De keuze van onderwerpen is, mede door deze uitgebreidheid in de pre-
sentatie, beperkt moeten blijven. Zo is het begrip dualiteit niet aan de
orde gekomen.

Afgezien van een enkel uitstapje naar de meetkunde worden er verder
geen toepassingen gegeven. Veel aandacht wordt besteed aan de combinato-
rische aspecten van de determinant, terwijl eveneens de benadering via
multilineaire functies uitvoerig aan de orde komt.

Deze syllabus bestaat uit twee delen. Het ligt in de bedoeling een
derde deel samen te stellen dat vraagstukken en uitwerkingen daarvan be-
vat. Achterin het tweede deel is een literatuurlijst opgenomen, waarin
ook boeken voorkomen die voornamelijk vraagstukken bevatten: [2], [5] en
[10]. Sommige boeken zijn eenvoudig ([3], [51, [81, [9]1, [10]) en andere
kunnen beter bestudeerd worden als al enige voorkennis aanwezig is ([2],
[41, [61, [T]). De lezer dient er rekening mee te houden dat de notatie
en presentatie in elk van de boeken verschillend zal zijn met die van deze

syllabus.

Amsterdam, 1973 N.M. Temme






I. Opmerkinger vooraf

§T.1. Verzamelingen

De begrippen: "Verzameling", "Element van een verzameling", "Afbeelding
van een verzameling V naar een verzameling W', "Lege verzameling", "Natuur-
1ijk getal", "Re&el getal", "Complex getal", zullen we bekend veronderstel-
len. In deze paragraaf geven we vervolgens nog enkele aanvullende opmerkin-

gen en notatieafspraken.

Als V een verzameling is en a is een element van V, dan geven we dit

aan met:
I.1.1 a e V.

Is a niet een element van V, dan noteren we:
I.1.2 a ¢ v.

Is A een of andere eigenschap die de elementen van een verzameling V karak-

teriseert, dan noteren we V vask in de vorm:
I.1.3 V = {a | a voldoet aan A}

en we zeggen: "V is de verzameling van alle elementen a die voldoen aan de
eigenschap A". Bijvoorbeeld: De verzameling van alle natuurlijke getallen

die deelbaar zijn door 3 kunnen we aangeven met:

I.1.L {a | & is een natuurlijk getal en er is een natuurlijk getal b

zodat a = 3b}.

Sommige veel voorkomende verzamelingen geven we aan met een vastgekozen
symbool:

I.1.5 Definitie: N is de verzameling der natuurlijke getallen *);
Z is de verzameling der gehele getallen;

R is de verzameling der reéle getallen;

€ is de verzameling der complexe getallen;

@ is de lege verzameling.

*) We zullen het getal O ook een natuurlijk getal noemen: W = {0,1,2,...} .



We kunnen de in I.1.L omschreven verzameling nu ook noteren met:
{a | ae€ Nener is eendb e N zodat a = 3b}.

Als V een verzameling is die eindig veel elementen bevat, zeg: De elementen

van V zijn Biseecs B 5 dan noteren we ook wel:
I.1.6 vV = {a1,..., an}.

Zijn V en W twee verzamelingen, waarbij elk element vanV tevens een element

van W is, dan heet V een deelverzameling van W. We geven dit aan met:

I.1.7 Vew.

Zo is bijvoorbeeld N c Z,ZcR,Rc €, N c (¢, etc., etc.

I.1.8 Opmerking: Zijn U, V, W drie verzamelingen en is U een deelverzameling

van V en V een deelverzameling van W, dan is U een deelver-

zameling van W.

I.1.9 Opmerking: De lege verzameling is deelverzameling van elke andere ver-—

zameling.

Twee verzamelingen V en W heten gelijk als elk element van V tevens een
element van W is, en, omgekeerd, elk element van W tevens een element van V
is. We noteren in dit geval:

I.1.10 V=w.

Gebruikmakend van de hiervddr ingevoerde notatie kunnen we dus zeggen:

I.1.11 Opmerking: Als V en W twee verzamelingen zijn, dan is V = W dan en
slechts dan als Vc Wén W c V.

Beschouw opnieuw twee verzamelingen V en W. De doorsnede van V en W
is per definitie de verzameling die bestaat uit alle elementen die zowel tot

V als tot W behoren. We geven deze verzameling aan met de notatie:



I.1.12 v now.
Anders gezegd:
VnWw={a|aeVenacew.

(merk op dat V n W best de lege verzameling kan zijn). Voorts is direkt

duidelijk:

I.1.13 Opmerking: Voor elk tweetal verzamelingen V en W is V n W een deel-

verzameling van zowel V als W.

De vereniging van twee verzamelingen V en W is de verzameling van alle

elementen die tenminste tot &&n der beide verzamelingen behoren (niet nood-

zakelijk in beide), en wordt aangegeven met:

I.1.14 Vuw,

VuW=1{a | aeVof Ae W

Een direkt gevolg van deze definitie is:

I.1.15 Opmerking: Als V en W twee verzamelingen zijn, dan is V zowel als W

een deelverzameling van V U W.

Laat nu f een afbeelding zijn van een verzameling V naar een verzame-

ling W. We geven dit aan met:

I.1.16 f:V->W
of met
I.1.17 v E W.

f is een voorschrift dat aan ieder element a € V een éénduidig bepaald ele-

ment f(a) € W toevoegt. f(a) noemen we: "het beeld van a onder f". Als




f:V>W,g:V->W
twee afbeeldingen zijn van een verzameling V naar een verzameling W, dan
heten f en g gelijk als voor ieder element a € V geldt: f(a) = g(a).

Beschouw nogmaals een afbeelding

f:V->W,
Niet elk element van W behoeft het beeld te zijn van een element uit V. We
kunnen spreken van de deelverzameling van W die bestaat uit die elementen
van W die het beeld zijn van een element uit V onder de afbeelding f. Deze
deelverzameling van W geven we aan met:
I.1.18 Im(f).
Anders genoteerd:

Im(f) = {v I b€ Wen er is een a € Vmet b = f(a)l}.

Im(f) noemen we: "het beeld van V onder f". ("Im" is de afkorting van

"Image").

I.1.19 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding
f:2->WN

die aan ieder element z € Z toevoegt het beeld

f(z) = 2]z

Dan is Im(f) de verzameling van alle even natuurlijke getallen. (Ga dit

na!')

We zullen nu onze aandacht richten op een aantal bijzondere eigenschap-

pen waaraan afbeeldingen al dan niet kunnen voldoen:

I.1.20 Definitie: Een afbeelding f : V ~ W heet surjectief als elk element

van W het beeld is van een element uit V onder f.



Anders geformuleerd: Een afbeelding f : V - W is surjectief als Im(f) = W.
Ga na dat de in I.1.19 gegeven afbeelding niet surjectief is.

Beschouw opnieuw een afbeelding f : V> W. f is een voorschrift dat
aan elk element a € V een ondubbelzinnig bepaald element f(a) in W toevoegt.
Het kan voorkomen dat dit voorschrift aan twee verschillende elementen
8,8, in V hetzelfde element van W toevoegt: f(a1) = f(a2). (Bijvoorbeeld:
Beschouw de afbeelding uit I.1.19. -3 en +3 zijn twee verschillende elemen—
ten uit Z, terwijl hun beelden onder f , £f(-3) = 6 en £(+3) = 6, gelijk
zijn.) We geven aan afbeeldingen f : V > W die aan de eigenschap voldoen
dat ze aan elk tweetal verschillende elementen a1,a2 € V verschillende

beelden f(a1), f(a2) toevoegen een naam:

I.1.21 Definitie: Een afbeelding f : V > W heet injectief als voor elk twee-
1,a2 € V ook hun beelden
f(a1), f(ag) € W verschillend zijn.

tal verschillende elementen a

Verder definiéren we nog:

I.1.22 Definitie: Een afbeelding f : V - W heet bijectief als f zowel sur-

jectief als injectief is.

Laat nu een drietal verzamelingen U, V en W gegeven zijn, alsmede een

tweetal afbeeldingen

f:U0U->V,g:V->W
(we noteren zo'n situatie ook wel met: U 5 v & w).
We kunnen dan, uitgaande van de afbeeldingen f en g, een nieuwe afbeelding
van U naar W definiéren, door: "Eerst f en daarna g toe te passen". Dit
gaat als volgt: Kies een element u € U. Dan is f(u) een element van V, dat
weer een beeld g(f(u)) onder g in W heeft. We hebben zo een voorschrift dat
aan elk element u € U een &énduidig bepaald element g(f(u)) € W toevoegt,
dus een afbeelding

h:U~>W

met h(u) = g(f(u)). In plaats van h noteren we vaak:



I.1.23 g of :U->W

(N.B.: Let goed op de volgorde van g en f in g © £ !) We formuleren het

voorgaande in de volgende definitie:’
I.1.24 Definitie: Als U, V en W drie verzamelingen zijn en
uivéw
zijn twee afbeeldingen, dan heet de afbeelding
gof:U~>W
die aan elk element u ¢ U toevoegt het beeld

(g o £)(u) = g(£f(u))

de samenstelling van f en g.

Merk hierbij nog op dat het uiteraard noodzakelijk is dat, wil de samen-
stelling g o f bestaan, f een afbeelding naar V en g een afbeelding uitgaan-
de van V is.

We kunnen het in I.1.24 gegeven procédé van het samenstellen van af-
beeldingen uitbreiden: Beschouw een viertal verzamelingen T, U, V, W en

drie afbeeldingen f, g, h volgens het diagram:

Ey zijn nu in principe twee mogelijkheden om deze afbeeldingen samen te
stellen tot een afbeelding van T naar W:

(i) Stel eerst f en g samen tot g ° f. We hebben dan:

Stelnugeo f enh samen tot h o (g o £): T » W.

(i1) Stel eerst g en h samen tot h ° g. We vinden:

rfyheey.



Stel nu f en h © g samen tot (h°o g) o £ : T > W.
We verkrijgen dus in principe de afbeeldingen h o (g o f) en (h o g) ° £,

beide van T naar W. Er geldt nu:

I.1.25 Opmerking: Als T, U, V en W vier verzamelingen zijn en f, g en h zijn

drie afbeeldingen volgens het diagram

rfugvly,
dan geldt:

ho(gof):(hog)of,

Bewijs: Om te bewijzen dat beide afbeeldingen gelijk zijn, moeten we laten
zien dat voor elk element t € T de beelden (h o (g o £))(t) en
((h e g) o £)(t) gelijk zijn. Welnu:

(h o (g o £))(t) = nl(g o £)(t)) = h(g(£(t)))

((h o g) o £)(t)

(h e g)(£(t)) = nlg(£(t)))

(ga-dit zorgvuldig na !), zodat de opmerking bewezen is. O

Uit opmerking I.1.25 volgt, dat het geen verschil maskt of we eerst f
en g samenstellen tot g © f en dan g ° £ en h samenstellen tot h o (g o f),
of dat we eerst g en h samenstellen tot h ¢ g en dan h © g en f tot
(h o g) o f. Maar dan is er ook geen bezwaar tegen het spreken over de sa-
menstelling h e g © £ van f, g en h (let wel weer op de volgorde !).

Ga zelf na, hoe in de situatie

£ f f f
1 2 3 n-1 n
V—V, -V, > ....e. — V — V
0 1 2 n-1 n
de samenstelling
f of 6 «os 0o f_ o f, : V_ 57V

gedefinieerd moet worden.



Tot nu toe hebben we steeds gesproken over afbeeldingen van een verza-
meling V naar een verzameling W, waarbij V en W in het algemeen verschillend
zijn. We kunnen natuurlijk ook spreken van een afbeelding f van een verzame-
ling V naar dezelfde verzameling V. Zulke afbeeldingen hebben een speciale

naam:

I.1.26 Definitie: Zij V een verzameling. Een afbeelding £ : V + V van V naar

V zelf heet een endomorphisme van V.

Als f en g twee endomorphismen van een verzameling V zijn, dan hebben

we twee mogelijke samenstellingen: f o g en g o f

vivey veEviy
\_/ \/
ge°f feog

Ook g © f en f © g zijn uiteraard endomorphismen van V. Merk op dat beide
samenstellingen niet aan elkaar gelijk behoeven te zijn, zoals het volgende
voorbeeld illustreert.
I.1.27 Voorbeeld: Beschouw de endomorphismen

£f:2-+72 , g :2~>72
van Z die gegeven zijn door:

2
f(z) = z , g(z) = -z .

Dan geldt voor ieder element z € Z:

(_2)2 - 22’

(f o g)(z) = £(g(z)) = £(-2)

g(zz) —z°.

(g o £)(z) = g(£(2))

Opdat f o g = g o f moet voor ieder element z € Z gelden:

(£ o g)(z) = (g ° £)(z).



Dus in het bijzonder:
(f o g)(1) = (g £)(1).

Echter: (f o g)(1) = 1 en (g o £)(1) = -1, zodat f o g en g ° f niet gelijk

zijn.

Een zeer bijzonder endomorphisme van een verzameling V is de afbeel-
ding, die aan ieder element v € V toevoegt het element v zelf (m.a.w.:
"elk element op zichzelf afbeeldt"). Deze afbeelding geven we aan met

I.1.28 idv Vv

en we noemen dit endomorphisme van V de identieke afbeelding op V.

I.1.29 Opmerking: Voor iedere verzameling V is de identieke afbeelding op V

bijectief.

(Ga dit na !)

Beschouw nu twee verzamelingen V en W, en daarbi] twee afbeeldingen

f:V>WwW g : WV

3

één van V naar W en één van W naar V. We hebben ook in dit geval zowel de

samenstelling f o g als g © f:

gy T f.g
WSVLW o, w
feog ge°f

f o g is een endomorphisme van W en g ° f is een endomorphisme van V. We

definiéren nu:

I.1.30 Definitie: Een afbeelding f : V + W heet een isomorphisme als er een
afbeelding g : W > V bestaat, zodat geldt:
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I.1.31 Voorbeeld: Beschouw de verzamelingen
v = {3,5,12,100} , W = {10,26,145,10001}
en laat f een afbeelding van V naar W zijn, gegeven door
f(v) = v- + 1

voor elke v € V. (Merk op dat voor iedere v € V f(v) inderdaad een element

van W is !) Definieer vervolgens de afbeelding
g :W-~>V

met g(w) = Yw - T voor elke w € W. (Ook nu is voor iedere w € W g(w) inder-

daad een element van V.) Nu geldt voor iedere v € V en iedere w € W:

(£ ° g)(w) = £(g(w)) = £0ATT) = (ADZ + 1 = w = da (w)
(g £)(v) = g(2(v)) = g(v7+1) = AP+1-1 = v = iq (v),

zodat f o g = idw engeof = idv. Dus is f een isomorphisme.

Zij £ : V > W een afbeelding. We hebben dan de samenstellingen f ° idv

en idw ° g:
i i
v—dlvﬁw ; vfwiww )
f o idv idW o f

Er geldt:

I.1.32 Opmerking: Als f : V > W een afbeelding is, dan geldt:

£ o idv =f, idw o f = £,

Bewijs: Om te bewijzen dat f o idV = f, moeten we laten zien dat voor elk
element v € V geldt:

(f o idv)(v) = f(v).



Welnu:
(f o idv)(v) = f(id.v(v)) = f(v).

Om te bewijzen dat idw o £ = f, moeten we laten zien dat voor elk element
v e V geldt:

(idW o £)(v) = £(v).

Welnu:

(ia, * £)(v) = ia,(e(v)) = £(v).
Dus is de opmerking bewezen. [J

De volgende stelling is van belang.

I.1.33 Stelling: Voor elke afbeelding f : V + W geldt: f is een isomor-

phisme dan en slechts dan als f bijectief is.

Bewijs: Het bewijs valt uitéén in twee delen. Eerst laten we zien dat als
gegeven is dat I een isomorphisme is, daaruit volgt dat f injectief en sur-
jectief (dus bijectief) is. Ten tweede tonen we aan dat, als we weten dat

f bijectief is, we kunnen bewijzen dat f een isomorphisme is.

(i) Zij f : V > W een isomorphisme. Dan is er een afbeelding g : W > V zo-

datg°f=id.venf‘°g=id,w,:

We weten dus dat voor elke v € V en elke w € W geldt:
(g o £)(v) =idy(v) =v 5 (f eg)lw) = id (w) = v.
We bewijzen eerst dat f surjectief is. We moeten laten zien dat er voor

ieder element w € W een element v € V bestaat, zodat f(v) = w.

Welnu, kies een willekeurig element w € W. Dan is g(w) € V. Noteer:
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v = g(w).

Dan geldt: f(v) = f(g(w)) = (f o g)(w) = w. Dus is f surjectief. Nu bewijzen
we dat f injectief is. We moeten laten zien dat als v, en v, twee verschil-
lende elementen van V zijn, ook hun beelden f(v1) en f(v2) verschillend zijn.
Stel dit is niet het geval. Dus v, # v, en f(v1) = f(vz). We laten zien dat
dit tot een tegensprask leidt, zodat deze situatie niet kan voorkomen, wat
inhoudt dat als v, # V,, 00k f(v1) # f(vg) moet zijn.

Welnu, uit f(v1) = f(vg) zou volgen: g(f(v1)) = g(f(v2)). Echter:

g(f(v1)) =(go f)(v,) =v H s(f(vz)) = (ge° f)(v2) =v,

1 1

zodat dit zou betekenen: V= vy, in tegenspraak met onze veronder-
stelling dat v, en v, twee verschillende elementen van V zijn. Dus volgt uit
v, # v, dat f(v1) # f(vz). Dus f is injectief. We hadden al bewezen dat f
surjectief was. Dus is f bijectief.

(ii) ZiJ nu gegeven dat f : V + W bijectief is. We willen dan bewijzen dat

f een isomorphisme is. We moeten dus een afbeelding g : W > V zien aan te

geven met de eigenschappen:

fogs= idw 5 geof= idv.

Kies hiertoe een willekeurig element w € W. Omdat f surjectief is, bestaat
er een element v € V, zodat f(v) = w. Dit element v is &&nduidig bepaald.
Immers, als v' € V nog een element uit V was met f(v') = w, dan zou f aan
de twee verschillende elementen v en v' uit V hetzelfde beeld

w = f(v) = £(v') toevoegen, en dit kan niet vanwege de injectiviteit van f.
Dus is er bij ieder element w € W precies &&n element v ¢ V met de eigenschap

dat f(v) = w. Definieer nu de afbeelding

g : W~V

als volgt: Kies w € W en daarbij het ondubbelzinnig bepaalde element v € V
met f(v) = w. Definieer: g(w) = v. Hiermee is de afbeelding g gedefinieerd.

Kies nu een element w € W. Dan geldt:
(£ o g)(w) = £(g(w)).

Zij v € V met f(v) = w. Dan is g(w) = v zodat
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flg(w)) = £(v) = w = i (w) .

Dus is £ o g = idw.

Kies nu een willekeurig element v € V. Dan is

(g o £)(v) = g(£(v)).

Noteer: f(v) = w. Dan is wegens de definitie van g

g(f(v)) = glw) = v = idv(v).

Dus is g © f idV'

Hiermee is bewezen dat f een isomorphisme is.

Dus is de stelling bewezen. 0
Vervolgens merken we op:
I.1.34 Stelling: Zij £ : V > W een isomorphisme. Dan is er precies &&n af-

beelding g : W >V zodat f o g = idw engo f= idV. Deze
afbeelding g is ook een isomorphisme.

Bewijs: Omdat f een isomorphisme is, bestaat er volgens I.1.30 tenminste
één afbeelding g : W> Vmet £ o g = id.w engeof = id.v. Stel nu dat er nog
idv. We moeten dan

een afbeelding g' : W >V is met £ o g' = idw en g' o f

bewijzen dat g' = g. Welnu,

g' i%og':(gof)og'=go(fog') goi%:g
(ef. I.1.25 en I.1.32). Dus is er precies één afbeelding g : W > V met
fogs= idw engo f= idV. Dat g : W > V een isomorphisme is volgt, omdat
de afbeelding f : V - W voldoet aan de eigenschappen f © g = idw en

ge f= idV. ad

Omdat er bij elk isomorphisme f : V - W precies één isomorphisme
g ¢ W~>V bestaat zodat f o g = idw engof= idV, geven we dit isomorphis-—

me een naam:
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I.1.35 Definitie: Als f : V> W een isomorphisme is, dan heet de uniek be-

paalde afbeelding g : W~ V met de eigenschappen:

fog=id , geof=id

de inverse afbeelding van f. We noteren in plaats van

g : W~V liever (omdat g éénduidig door f bepaald is):

f : W V.

(Merk op dat alleen een isomorphisme een inverse afbeelding heeft).

I.1.36 Opmerking: Als £ : U> Ven g : V> W twee isomorphismen zijn, dan is

ook hun samenstelling g © £ : U > W een isomorphisme en er

geldt:

Bewijs:

Noteer kortheidshalve: h = f_1 ° g—1. Om te laten zien dat g o f een isomor-

phisme is, is het voldoende om te bewijzen dat
(gof)oh=idw , h°(g°f)=id_u.
Bovendien is dan automatisch h = (g o f)_1. Welnu, er geldt:
f o f-1 = idV; L f = idU; g ° g—1 = idw; g-1 o g = idv.

Volgens I.1.32 geldt ook:



g ° idV =g idv o f=1¢f,
Dit combinerend, rekening houdend met I.1.25, volgt enerzijds:

-1 -1

(gof)on=(gef)e° (¢ ° 8-1) =go (fo f-1) °g =

=8oidvog_1=(goidv)og_1=

-1
=g8°8g

£

en anderzijds:

[}
—
H
1
-
o
(1]
1
-
~
)
—
[}
o
H
~
1]

(ho (gef))

f-1°(id.v°f)=f-1°f=idu,

waarmee Qe opmerking bewezen is. [

De lezer ga na dat algemener geldt:

I.1.37 Opmerking: Als de n afbeeldingeh

f1 f2 f3 1 £
VsV, -Sv,—=.. 22 v Bv
0 1 2 n-1 n

alle isomorphismen zijn, dan is hun samenstelling

fn ° fn °© ... 0o f o f1, ook een isomorphisme en er

1 2
geldt:

I.1.38 Opmerking: Als £ : V > W een isomorphisme is, dan is f-1 een isomor-—
phisme en er geldt:

-1,=1

(£7)  =r.

Bewijs: Volgt direkt uit I.1.3L4. 0O
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I.1.39 Terminologie: Een endomorphisme f : V » V van een verzameling V, dat

tevens een isomorphisme is, heet een automorphisme van V.

I.1.ko0 Opmerking: Is f een automorphisme van een verzameling V en g een

endomorphisme van V, zodat g o f = idv, dan is g = f_1

(en _derhalve ook een automorphisme van V).

Bewijs: Opdat g = f-1 is het voldoende (cf. I.1.38) om te laten zien dat
naast g o f = idV ook geldt: f o g = idv. Welnu,

fog=(fog)oid =(fog)oe(for)s=

fof(gof)o f_1 =f o idv o f-1 =

(fOid.V)of’—1=f0f

1 .
= 1dv,
zodat de opmerking bewezen is. [

I.1.41 Opmerking: Is f een automorphisme van een verzameling V en g een en—
1

(en

domorphisme van V, zodat f o g = idv, dan is g = £~

derhalve ook een automorphisme van V).

Bewijs: Volgens I.1.38 moeten we laten zien dat naast f o g = idV ook geldt:
go f = idV. Welnu,

g o f = idV o (g o f) = (f

L}
H
o
H
o
1]
°
H
L[}
H
|
o
&
o
H
L[}

zodat de opmerking geldt.

I.1.42 Tot slot van deze paragraaf voeren we nog het begrip: "Produkt van
(eindig veel) verzamelingen" in. Laat een tweetal verzamelingen V en W ge-
geven zijn. Beschouw de verzameling waarvan de elementen de geordende paren

(vow) zijn met v e Ven w ¢ W. (Twee van deze paren (v1,w1) en (v2,w2) zijn

gelijk dan en slechts dan als vy =V, én W= w2.) Deze verzameling
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noemen we: "het produkt ven V en W"; we geven deze verzemeling aan met

I.1.43 VIW.
(Merk hierbij op dat als V# Wook VI W# WI V.) Algemener defini&ren we:

I.1.4h Definitie: Als V1,V Vn een n-tal verzamelingen is, dan heet de

PYLRE
verzameling

vV, Iv, II...0V =
i 2 n

= {(v1,...,vn) ] v, € V1,...,v € Vn}

het produkt van V1,V2,..., Vn.

Als in definitie I.1.L2 geldt: Vo=V, = .= V, =V, dan noteren we

2
ook :
I.1.45 Vn=\vnvnv...nvj=v1nvzn...nvn.
n keer
* * %

§I.2. Permutaties

I.2.1 Met {1,..., n} geven we de verzameling aan van de natuurlijke getallen

1 tot en met n.

I.2.2 Definitie: Als V een verzameling is en n een natuurlijk getal > 1, dan

heet een afbeelding

p: {1,...,n} >V

een n-tupel uit V.

Als V een verzameling is en p is een n-tupel uit V, dan kunnen we p be-

schrijven met het schema
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I.2.3 (1), p(2)5.u., p(n)].

Zo'n schema is dus een stelsel van n "genummerde plaatsen" waarbij aan elke
plaats een element uit V is toegevoegd: op de i€ plaats (i € {1,..., n})
staat het beeld p(i) van i onder p. Omgekeerd, als we zo'n schema beschouwen,

zeg:

[v1, Voseees vn] (vi e V)

(waarbij best op verschillende plaatsen hetzelfde element van V mag voor-

komen), dan behoort daar het n-tupel
p: {1,..., n} >V
bij dat gegeven wordt door:

o(1) = Vi p(2) = Voseens o(n) = A~
We zien dus dat bij iedere n-tupel uit V precies é&n zo'n schema behoort,
en bij ieder schema precies &&n n-tupel. (Twee schema's zijn uiteraard dan
en slechts dan aan elkaar gelijk als de elementen op de overeenkomstige
DPlaatsen twee aan twee aan elkaar gelijk zijn.) We zullen dan ook wel spre-
ken over: "het n-tupel [v1,..., vn] uit V" in plaats van: "het n-tupel
p: {1,..., n} > V, gegeven door p(1) = Viseees o(n) = vn". Ook zullen we

zeggen dat [v1,..., vn] "het schema is bij p".

I.2.4 Voorbeeld: Het 3-tupel [1,¥3,1] uit R is de afbeelding
p: {1,2,3} >R

die gegeven wordt door: po(1) = 1, p(2) = /3, p(3) = 1.

I.2.5 Opmerking: Is V een verzameling en p : {1,..., n} - V een n-tupel uit

V met schems [v1,..., vn], dan is p injectief dan en

slechts dan als de elementen Viseees V paarsgewijs ver-—

schillend zijn.
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Bewijs: (i) Als p een injectieve afbeelding is, dan is als i # j ook

p(i) # o(j). Dus, omdat v, = p(i) en»vj = p(j), is dan A # Vj' Derhalve

zijn dan de elementen in het schema paarsgewijs verschillend.

(ii) Neem nu aan dat de elementen in het schema paarsgewijs verschillend

zijn. Als i # j is,dan Vs # Vs oftewel: p(i) # p(j). Dus voegt p aan twee
verschillende elementen i, j uit {1,..., n} verschillende beelden Vi, v'j

toe. Dus is p injectief. [
We definiéren nu:

I1.2.6 Definitie: Een n-permutatie o is een bijectieve afbeelding

o: {1,..., n} > {1,..., n}.

We kunnen allereerst opmerken dat een n-permutatie een n-tupel is uit
{1,..., n}. We kunnen de n-permutatie o dus ook beschrijven met het schema
[o(1)s..., o(n)]. De in dit schema voorkomende elementen zijn afkomstig uit
{1,..., n}. Omdat o bijectief en derhalve zeker injectief is, zijn de in het
schema [0(1),..., o(n)] voorkomende natuurlijke getallen volgens I.2.5

paarsgewijs verschillend.

I.2.7 Opmerking: Zij o : {1,..., n} > {1,..., n} een n-tupel uit {1,..., n}

met schema [k1,..., kn]. 0 is een n-permutatie dan en

slechts dan als elk der natuurlijke getallen 1,..., n pre-

cies é&n keer voorkomt in dit schema.

Bewijs: (i) Neem eerst aan dat o een n-permutatie is. Dan is o een bijec-
tieve afbeelding. Omdat ¢ injectief is, komt volgens I.2.5 elk der getallen
1,..., n hooguit &&n keer voor. Oock is ¢ surjectief, dus is elk element

m e {1,..., n} het beeld van een element 1 € {1,..., n} onder o. Zeg:

m= o(l). Nuis o(1) = k., dus m = k, en komt derhalve voor in het schems

van o. Samenvattend kunnin we zeggenldat elk element van {1,..., n} precies
&én keer voorkomt in het schema van o.

(ii) Neem nu aan dat elk element van {1,..., n} precies &&n keer voorkomt

in het schema [k1,..., kn] van 0. Dan zijn de elementen in dit schema paars-—
gewijs verschillend, zodat volgens I.2.5 o injectief is. Ook is o surjec-—
tief: Kies m € {1,..., n} willekeurig; m komt voor onder de getallen

Koseens k . Zeg: m = k. Dan is, wegens k) = 0(1), m het beeld van 1 onder o.
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Dus elk element van {1,..., n} is het beeld van een element uit {1,..., n}
onder o. Dus o is ook surjectief, en derhalve bijectief. Dan is o per defi-

nitie een n-permutatie. O

I.2.8 Voorbeeld: Het T-tupel [1,3,5,6,2,1,7] uit {1,..., T} is geen T-permu-
tatie, want 4 komt niet in het schema voor en 1 komt twee keer voor. Daaren-
tegen is [1,3,5,6,2,4,7] wel het schema van een T-permutatie.

De enige 1-permutatie is [1].

De 2-permutaties zijn [1,2] en [2,1].

De 3-permutaties zijn [1,2,3]1, [1,3,2], [2,1,3], [2,3,1], [3,1,2]

en [3,2,1].
Er zijn: &8n 1-permutatie, twee 2-permutaties, zes 3-permutaties, etc.

etc. In het algemeen zijn er n! n-permutaties.

I.2.9 De identieke afbeelding op {1,..., n} is uiteraard bijectief en dus
een n-permutatie. Het bijbehorend schema is [1,2,..., nl]. Voorts, als

o: {1,..., n} > {1,..., n} een n-permutatie is, is volgens I.2.6 0 een bi-
jectieve afbeelding en - volgens I.1.33 - derhalve een isomorphisme. Dan is
volgens I.1.34 de inverse afbeelding o-1 van 0 ook een isomorphisme en dus
hebben we - weer volgens I.1.33 - de bijectieve afbeelding

o {1,..., n} > {1,..., n}. Ock ¢! is dus een n-permutatie.

I.2.10 Voorbeeld: Beschouw de S5-permutatie [3,1,2,5,4]. Dit is de afbeel-
ding:

o: {1,..., 5} > {1,..., 5}
die gegeven is door:
o(1) =3, 0(2) =1, o(3) =2, o(k) =5, o(5) = L.

Ga na dat o | dan gegeven wordt door:

oftewel door het schema [2,3,1,5,4].
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Volgens het voorgaande kunnen we definiéren:

I.2.11 Definitie: Als o een n-permutatie is, dan heet de inverse afbeelding

-1 . .
o van ¢ de 1lnverse n-permutatie van o.

Kies nu een verzameling V en daarbij een n-tupel p : {1,..., n} > V.
Kies vervolgens een n-permutatie o : {1,..., n} > {1,..., n}. We kunnen dan

de samenstelling p o o : {1,..., n} > V beschouwen:

g
{1,...,n} > {1,..., n} S5v

pe°o
Deze samenstelling p ° ¢ is dan weer een n-tupel uit V. We zullen zeggen:
I.2.12 Definitie: Als p een n-tupel is uit een verzameling V en ¢ is een

n-permutatie, dan zeggen we dat het n-tupel p o ¢ uit V

uit p verkregen is door toepassing van o.

I.2.13 Opmerking: Als p een n-tupel is uit een verzameling V met bijbehorend

schema [v1,..., vn] en o is een n-permutatie, dan is het

schema, behorend bij het n-tupel p o ¢ uit V:

Mo(1)> Yo(2)>" > o(m)? -

Bewijs: Er geldt: p(1) = v, 0(2) = v,,..., p(n) = v , of, anders gezegd:
voor elk element i ¢ {1,..., n} geldt:

Nu is ¢ : {1,..., n} > {1,..., n} een (bijectieve) afbeelding. Elk element

o(i) is een element van {1,..., n}. Dus geldt:

D(G(l)) = Vo(i)

voor iedere i € {1,..., n}. Het schema dat correspondeert met p ° o is dus:
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[(p o o)1), (p °oa)(2)yeuuy, (p o 0)(n)]=

Lo(a(1)), p(a(2))y.u.y p(a(n))] =

= [Vc(_‘), Vo(z),..-, Vo(n)] s

zodat de opmerking bewezen is. [

I.2.14 Voorbeeld: Beschouw een 5-tupel [v1,v2,v3,vh,v5] uit een verzameling

V. Z2ij o de 5-permutatie [1,5,3,2,4]. Dan is [v1,v ’Vz’vh] het S5-tupel

v
5°°3
uit V dat verkregen wordt uit [V1,v2,v3,vh,vs] door toepassing van O.

Zij [v1,...,vn] het schema van een n-tupel o : {1,..., n} > V uit een
verzameling V. Merk op dat, als o en T twee verschillende n-permutaties
zijn, het best kan voorkomen dat de n-tupels p ° g en p °© T toch gelijk

zijn. Bijvoorbeeld:

I.2.15 Voorbeeld: Zij p het 3-tupel uit R bij het schema [3,3,-v2]. Als ¢
en T twee 3-permutaties zijn, gegeven door de schema's [1,2,3] en [2,1,3],

dan is [3,3,-v/2] het schema bij zowel p o o als p ° 1. (Ga na!)

I.2.16 In I.2.9 hebben we al gezien dat de identieke afbeelding op {1,...,n}

een n-permutatie is. We noemen deze de eenheids-n-permutatie. Er geldt:

I.2.17 Opmerking: Als % de eenheids-n-permutatie is, en p is een willekeu-

rig n-tupel uit een verzameling V, dan is p ©° 9 = P-

Bewijs: We hebben de situatie:

{1400, n} = {1,000, n}jg v
\\\\\\\EL_______,_——”//ﬂ
p° 00

Omdat % de identieke afbeelding is op {1,..., n} is volgens I.1.32

peg=oel

I.2.18 Beschouw nu twee n-permutaties o, . Dit zijn beide bijectieve af-

beeldingen van {1,..., n} naar {1,..., n}, en - volgens I.1.33 - dus iso-
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morphismen. Dan zijn ook de samenstellingen 0 o T en T ° 0 weer isomorphis-
men (ef. I.1.36):

(oo, n} 3 0,00, 0 S 0,eee,nd 5 U,een, 0} $ 00,000, 0} 3 {0,.. . 0.
g o T TeoO
Dus zijn, weer volgens I.1.33, 0 © T en T ° 0 bijectieve afbeeldingen van

{1,..., n} naar {1,..., n} en derhalve n-permutaties.

Tets algemener kunnen we formuleren (gs na; vgl. I.1.37):

I.2.19 Opmerking: Als 01, 02,..., Um n-permutaties zijn, dan is ook
Gm ° 0m—1 °© ... © 02 ° 01 een n-permutatie.

Omdat elke n-permutatie ook een n-tupel is, volgt direkt uit I.2.17:

I.2.20 Opmerking: Als 00 de eenheids-n-permutatie is en 0 is een willekeu-
rige n-permutatie, dan is 0 o co = 0.

Ook geldt:

I.2.21 Opmerking: Als GO de eenheids-n-permutatie is en 0 is een willekeu-
rige n-permutatie, dan is 0y °0=o0.

Bewijs: We hebben de situatie:

o
{1,..., n} g {1,..., n} - {1,..., n} .

Oudat 0, de identieke afbeelding is op {1,..., n} is volgens I.1.32

oooo=c.D

Verder kunnen we nog opmerken:

I.2.22 Ommerking: Is O een n-permutatie en 0' de inverse n-permutatie van

0, dan is zowel 0 o 0' als 0' o 0 de eenheids-n-permutatie.




2L

Bewijs: Ga na! [
I.2.23 Voorbeeld: Zijn O en T twee T-permutaties, gegeven door de schema's

£1,3,2,7,6,5,4], respectievelijk [2,4,1,3,7,5,6], dan is o o T gegeven door

het schema:

(o ot)(1),eeny (0 0 TI(T)T = Co(T(1)),..., o(T(T))] =

1}

Lo(2), a(k), o(1), o(3), a(7), a(5), a(6)]

[3,7,1,2,4,6,51,

en T o 0 is gegeven door het schema:

Lt o 0)(1),eeny (T o a)(T)] =L1(a(1)),..., T(a(T7))]

Ct(1), t©3), ©(2), (1), ©(6), 1(5), T(4)]

[2’1 ,h’675’7,3]‘

(Merk op dat 0 o T = T e 0.) De afbeelding T: {1,..., T} > {1,..., 7} is

gegeven door:

L[}
[}
L[}

(1) =2, 1(2) =4, ©(3) =1, ©(4) =3, 1(5) =7, 1(6) =5,

L[}
[

(7)
De inverse afbeelding 1 {1,000, 7 > {1,..., 7} wordt dus:
-1 “1y -1 -1 -1
T (1) =3, 1T (2) =1, T (3) =k, T (4) =2, T (5) =6,
-1 -1
T (6) =7, 1T (7) =5,

zodat de inverse T-permutatie T_1 van T wordt bepaald door het schema
[3,1 ’h’2,697,5]0

Beschouw nu de n-permutatie [1,2,3,...,n] (dus: de eenheids-n-permuta-

tie). Kies twee verschillende getallen i, j € {1,..., n}. Vervang nu in het
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schema [1,2,3,...,n] het getal i door het gefal j en het getal J door het
getal i. We verkrijgen dan een nieuw schema [k1,k2,...,kn] dat gegeven is

door de definitie:

s voor elke s € {1,...,n} met s #iens # j,

ki=j,
k. = 1.
J

Omdat in dit nieuwe schema Ck1,k2,...,kn] de getallen 1,...,n nog steeds

o
[}
n

elk precies &&n keer voorkomen, is dit schema het schema van een n-permutatie

die we aangeven met:
.0 {1,...,m) > {1,...,n} .

(De index n geeft aan dat dit een n-permutatie is; de verschillende
getallen i en J uit {1,...,n} geven aan welke getallen in [1,2,3,...,n]

)

dienen te worden verwisseld om het bij Tgnj behorende schema [k1""’kn]
b

te verkrijgen.)
Om redenen van gemak defini&ren we vervolgens voor elke i e {1,...,n}
dat Tgng de eenheids-n-permutatie is. Samenvattend:
k]
I.2.2k Definitie: Als i en j elementen van {1,...,n} zijn, dan is

.74 s {1,...,n} > {1,...,n}

de n-permutatie met als schema [k1,k2,...,kn] dat gegeven

is door:
k. =s voor elke se {1,...,n} met s ¥#iens # j,
ki =3,
k. =1.
J

Er geldt:

I.2.25 Opmerking: Voor elke i,j € {1,...,n} geldt:

(1) T

is de eenheids-n-permutatie;
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(ii) ' T

Bewijs: Ga na! O

(n? een

I1.2.26 Definitie: We zullen een n-permutatie van het type TS f
bl

verwisseling noemen als i # j.

I.2.27 Voorbeeld:

= [)4’2’391’5] 5

=
1

£1,3,2,4,5] H T

[1,2,3,0,51 5 1) = 04,2,3,1,51

Té1$z = [1,2,3,4,5,11,7,8,9,10,6,12].

I.2.28 Opmerking: Zij p : {1,...,n} > V een n-tupel uit een verzameling V,
(n)

met schema [v1,v2,...,vn]. Zij Ti,j een verwisseling. Dan

ontstaat het schema [w1,w ,wn] van het n-tupel

SYRRE
(n) . . .
poTs uit V uit [v1,v2,...,vn] door v. en Vs onderling

van plaats te verwisselen.

Bewijs: Noteer kortheidshalve: T = T£ng. Volgens I.2.13 wordt het schema van

n >
p°[~—p°[..
1,

3 dan gegeven door:

Fr(1) Te(2)>00 00 Va(n)?

Omdat T(s) = s als s #iens #j, (i) = j en () = i, is ait precies
het schema dat uit [v1,..., Vn] ontstaat door v, en vj onderling van plaats

te verwisselen. [

I.2.29 Voorbeeld: Als p het 5-tupel [1,1,3,-1,2] uit Z is, dan is het schema
van p ° Tg53= [-1,1,3,1,2], en het schema van p o TSS%: [1,1,3,-1,2].
3 3

I.2.30 Opmerking: Voor elk natuurlijk getal n = 1 en elk tweetal elementen

i,j uit {1,...,n} geldt dat Tgn; ° T(n? de eenheids-n-
3

1,3
permutatie is.




27

Bewijs: Het schema [k ces k ] van Tin? ontstaat uit [1,2,...,n] door i en

sd
J onderling van plaats te verw1sselen Als we nu T(ng op T.nj toepassen,
s

dan verkrijgen we het schema van T( ; ° T( 3 door in [k K ] k. en k
3

onderling van plaats te verwisselen. Maar dan hebben we het schema [1,2,...,n]
ven de eenheids-n-permutatie weer terug. Dus is T(ng ° T§n§ de eenheids-n-

3 >
permutatie. [

1.2.31 Gevolg: Voor elke n 22 en elke i,j € {1,...,n} geldt:

\ 4
(c{nhy=1 2 o(n)
1,3 1,J
o . An) , (n) _
'BerJS. Uit I.2.30 volgt: Ti,j T. i,5° d{1,...,n}
.,n} {1,...,n} {1,...,n}.
O N O
M
ld{1,...,n}

Omdat T( ; een automorphisme is van {1,...,n} (cf. I.1.39) volgt wit I.1.40

dat (T(n))—1 = (n) . 0O

i,§°
I.2.32 Opmerking: Als O en T twee n-permutaties zijn, zodat G o T de een—
-1

. . . . -1
heids-n-permutatie 0, is, dan is 0 =T en T =0

0

Bewijs: We hebben de situatie:
ag
{1,eeem} 3 {1,001 % {1,...,n}.
9T =0 =3y a}

0

Omdat zowel T als U een automorphisme is van {1,...,n} volgt uit I.1.40 dat

g = T_1 en uit I.1.41 dat T = 0—1, zodat de opmerking bewezen is. []

I.2.33 Opmerking: Als 01,...,0m een m-tal n-permutaties is, dan geldt:

-1 -1 -1 -1
(61 ° 0, . © cm) o 1 S e e

Bewijs: Dit volgt rechtstreeks uit I.1.37. []
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I.2.34 Stelling: Als n 2 2, dan bestaan er voor iedere n-permutatie 0 ver-—

wisselingen T,,..., T_ zodat 0 = T, © T, © ... o T .
1 s — 1 2 s

Bewijs: Zij [k1’°"’kn] het schema van 0. In dit schema komen de getallen

1,2,...,n elk precies één keer voor. Er is dus een index i1 zodat

i toe op 0. We krijgen de n-permutatie O OTgni .
5
1

b
Het schema van deze n-permu%atie verkrijgen we uit [k1""’kn] door k1
(n) de eenheids-n-permu-—

1 1.1, (n)
= o). Het schema van 0 oT heeft dus
1

Pas nu de n-permutatie Tgn

te verwisselen van plaats met k. (als 1 =i, is T

(n) "

1,i1

ki = 1 op de eerste plaats staan, en heeft dus de vorm
1

tatie, en is 0 o T
1,i

[1,ké1),...,k(1)].
n

In dit schema komen de getallen 1,2,...,n precies &én keer voor, zodat er

een index i, ¢ {2,...,n} bestaat met

2

oo
i2 :

Pas nu de n-permutatie T;ng toe op O ° Tgng . We krijgen dan de n-permuta-
b 2

tie 0 o T(n? ° T(n? , met 2bijbehorend schema dat uit

1,11 2,12
1 (1

[1,ké ),...,kn )]

ontstaat door ké1) met k£1)= 2 onderling van plaats te verwisselen. Dit

schema heeft dus de vorm

[1,2,k(2),...,k(2)].
3 n

Ook in dit schema komen de getallen 1,...,n precies &&én keer voor, zodat

er een index i, bestaat met

3

(@)

i C 3.
3

. We krijgen de n-permutatie

(n) ) n)
1

Pas nu 1,7 toe op O cT(n. ° T( .
3,13 1,11 2, >
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o (n) (n) o (n)
T >1q T 12 3 13
.. (3) (3)
met bijbehorend schema van de vorm [1’2’3’kh . K 1.
Zo doorgaand vinden we uiteindelijk n-permutaties
IR IR
1 72 >"n
zodanig dat de n-permutatie
o otl®) oo oo )
"4-1 2,J.2 n 1

het schema [1,2,...,n] heeft, en dus de eenheids-n-permutatie 0. is:

0
oo i) o)) ey
71 72 n
Volgens I.2.32 is dan:
o = (Tgn? ° rén? ° ° T(ni )~
,1" 312 n’ n

Met I.2.33 volgt hieruit:

o= ﬁ D)7 e e (1B )T (qln) )

n T2 71

Met I.2.31 kunnen we hieruit concluderen:

n) (n) (
1

°© ... T, . ©T
2,1

)
n) (%)

"n, I 1o o1y
Als voor zekere k € {1,...,n} Ting geen verwisseling is, dan is k = ik en
b
inz = Tini = 00, de eenheids-n-permutatie. Volgens I.2.30 kunnen we deze
t]
schrijven in de vorm:
(n) _ (n) (n)
Tieod, T 9% = T1,2 ° Ty,

(n)
k,1i
een samenstelEing van twee verwisselingen. Derhalve is 0 te schrijven als

Dus elke T uit (*) die geen verwisseling is, kunnen we vervangen door

samenstelling van verwisselingen, zodat de stelling bewezen is. [J

I.2.35 Voorbeeld: Beschouw de 8-permutatie 0, die correspondeert met het
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schema [3,5,8,1,2,7,4,6]. Het getal 1 staat op de vierde plaats. Om 1 op de

eerste plaats te krijgen passen we de verwisseling T

(8)

Ssi toe. We krijgen de
3

8-permutatie o °T1’h met schema [1,5,8,3,2,7,4,6]. Het getal 2 staat op de

vijfde plaats in dit schema. Pas dus T285 toe op O o© T§8i. We krijgen de
b4 E]

8-permutatie

(8) (8)
° T,y ° a5

o] met schema

Het getal 3 staat in dit nieuwe schema op de vierde plaats. Pas dus T

toe. We krijgen:

g o Tg?i ° Té?% ° Tg?ﬂ met schema

[1’2’8’335,7’)4,6] .

Het getal 4 staat in dit schema op de zevende plaats. Pas dus T

We vinden dan:

(8)
o Th,’?

(
4

(8)
3,4

[1,2,3,8,5,7,4,61.

8)
T toe.

met schema [1,2,3,4,5,7,8,61.

Het getal 5 staat al op de vijfde plaats; die kunnen we dus laten staan. Het

getal 6 staat op de achtste plaats zodat we, om 6 op de zesde plaats te

brengen, de verwisseling TéB% toepassen. We krijgen:
?

o (8, (8) _ (8) , (8) _ (8
70T % a5 0 Tan Tyt ° T,
Tot slot passen we T%B% toe en we vinden:

L (8) ) . (8
ag T'l,)-l- T 8 T,.(’

2 (8, (8 (8) _ (8) . (8) . (8)
o = (T1’h ° o5 ° T3 Ty,7° 6.8 ° 7.8
_ (8)y-1 (8)y~-1 (8)y-1 (8)y-1
= (T7,8) ° (T6,8) (Th’r{) ° (T3 )4)
_ (8) (8) (8) (8) (8) (8)
= T7,8° 76,8 ° 7 ° T3y ° a5 0 Ty y

Hiermee is 0 als samenstelling van verwisselingen verkregen.

% met schema [1,2,3,4,5,6,8,7].

% met schema [1,2,3,4,5,6,7,8].
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I1.2.36 Definitie: Zij O een n-permutatie (n 2 2). Als i,j € {1,...,n} met
i # j, dan heet de verzameling {0(i), o(j)} een inversie

van O als geldt:
(i - 3§)o(i) - a(j)) < 0.

Merk op, dat als Oeen n-permutatie is (n > 2) met schema [k1""’kn]’
de inversies van o die uit twee elementen bestaan de verzamelingen
{ki’ kj} zijn met i < j (resp. i > j) en k; > k. (resp. i < j). Let wel:
een inversie is een verzameling, dus {ki, kj} = {kj, ki}. De inversies van O
zijn dus die verzamelingen {ki’ kj} waarbij k. in het schema van O vooraf-

gaat aan kj’ terwijl k; > kj‘
I.2.37 Voorbeeld: Beschouw de T-permutatie [7,2,4,1,3,6,5]. Deze heeft de
volgende inversies: {7,2}, {7,4}, {7,1}, {7,3}, {7,6}, {7,5}, {2,1}, {u,1},

{4,3} en {6,5}. In totaal zijn dit er 10.

I.2.38 Opmerking: De eenheids-n-permutatie (n > 2) heeft geen inversies.

Bewijs: Ga na! O

I.2.39 Definitie: Als Oeen n-permutatie is (n > 2) met schema [k1,...,kn]
dan noteren we het aantal inversies van 0 met N(o) of
N[k1,...,kn].

I.2.40 Voorbeeld: N[1,2,3,4] = 0; N[T,2,4,1,3,6,5] = 10 (ecf. I.2.37).

I.2.41 Definitie: Als Oeen n-permutatie is (n > 2) met schema [k1,...,kn],

dan noteren we:

sign(o) = sign[k1,...,kn] = (-1)N(0).

N(o)

We noemen (-1) het teken van 0. Is sign(o) = +1 dan

heet O een even permutatie; is sign(0) = -1 dan heet ©

een oneven permutatie.

I.2.42 Voorbeeld: Volgens I.2.Lk0 is [T7,2,4,1,3,6,5] een even permutatie,
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want:
signlT,2,4,1,3,6,51 = (-1)NT>2:4:1,3,6,51 _ (_y10 _

I.2.43 Propositie: 2ij 0 een n-permutatie (n > 2) en T een verwisseling,

dan is:
sign(o o 1) = - sign(0).
Bewijs: Zij T = T(n2. Wegens T(n? = T(n? mogen we veronderstellen dat i < j

- 1] N I S | )
is. Het schema van 0 is [0(1),..., 0(n)]. We gaan eerst de verzamelingen

{o(a), o(B)} die uit twee in het schema van o voorkomende elementen

bestaan in drie typen verdelen:

(1) De verzamelingen {o(a), o(B)} met o # i, o # j, B Ai, B#A.

(2) De verzamelingen van &én der vormen {0(i), o(B)}, {o(j), o(B)}
(B #1,3)-

(3) De verzameling {o(i), a(j)}.

We hebben zo al deze verzamelingen ingedeeld. We verdelen vervolgens

de verzamelingen van type (2) in paren van de gedaante:
({o(1), o(B)} ,{a(3), a(B)}) (B #1,j) (%)
(Er zijn dus n - 2 van deze paren). Er geldt:

Bewering I: Als B # i,j dan komt in het paar verzamelingen (*) &&n inversie

voor dan en slechts dan als geldt:

(i -8)(J - B)a(i) - a(B))(a(3) - o(B)) <O (B #i,j) (%)

(Immers, als in het paar (*) &&n inversie voorkomt, dan is &én der produkten
(i = B)o(i) - o(B)) en (j - B)(0(j) - O(B)) negatief en het andere posi-
tief. Hieruit volgt (**). Omgekeerd, als (**) geldt, dan is precies &én der
hiervoor genoemde produkten negatief en het andere positief, zodat in (*)

één inversie voorkomt .)
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M (1) is
MO(2) is
M1(2) is
M2(2) is
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eer nu:

het aantal inversies onder de verzamelingen van type (1).
het aantal paren (*) waarin geen inversies voorkomen.
het aantal paren (*) waarin é&n inversie voorkomt.

het aantal paren (*) waarin twee inversies voorkomen.

Dan is N(o) = M(1) + M1(2) + 2M2(2) + 1 als {0(i), 0(j)} een inversie is

van 0; als {0(i), o(j)} geen inversie is van o, dan is

N(o) = M(1) + M1(2) + 2M2(2).

We
schema [

analoge

(a)
(b)

(c)

We

en er ge

gean nu de verzamelingen {o(T(a)), o(t(B))} die uit twee in het
o(1(1)),..., o(t(n))] van 0 ° T voorkomende elementen bestaan op

manier in drie typen indelen:

De verzamelingen {o(t(a)), o(T(B))} met o # i, a # j, B A i, B # j.
De verzamelingen van &én der vormen {o(t(i)), o(T(B))},

{o(t(3)), o(T(B))} (B #1i,3).

De verzameling {o(t(i)), o(t(j))}.

verdelen de verzamelingen van type (b) weer in paren ven de vorm:

(%xx)

1ldt - geheel analoog aan bewering I -:

Bewering II: Als B # i,j, dan komt in het paar verzamelingen (**x) &én

Not

N (a) is
No(b) is

inversie voor dan en slechts dan als geldt;
(i - B8)(§ - 8){o(t(1)) - o(T(8))) (0(T(3)) - o(T(B))) < o.
eer weer:

het aantal inversies onder de verzamelingen van type (a).

het aantal paren (***) waarin geen inversies voorkomen.



34

N1(b) is het aantal paren (***) waarin &&n inversie voorkomt.

N2(b) is het aantal paren (***) waarin twee inversies voorkomen.

Dus is N(0 ° 1) = N(a) + N;(b) + 2N (b) + 1 als {o(t(i)), o(1(j))} een
inversie is van 0 © T, terwijl N(o o t) = N(a) + N1(b) + 2N2(b) als verza-
meling (c) geen inversie is van 0 o T.

Er geldt nu:

Bewering III: (1) M (1) =N (a)
(i1) M1(2) =N, (p)
(iii) A{o(i), 0(3j)} is een inversie van 0 dan en slechts
dan als {o(t(i)), o(t(j))} geen inversie is van
g o T,

Bewijs (i): Het is voldoende om te laten zien dat als o # i, a # j, B # i,
B # J geldt dat {o(a), 0(B)} een inversie is van O dan en slechts dan als
{o(t(a)), o(T(B))} een inversie is van 0 o T. Met andere woorden: we moeten
laten zien dat (a - B)(o(a) - 0(B)) < 0 is dan en slechts dan als

(o = B)(o(t(a)) - a(T(B))) < 0.

Nu is, omdat o #i,j en B#Ai,j, T(a) =
zodat (a - B) (a(t(a)) - o(T(B))) = (o

n

)

n

(B) =8

( )( ( )
T j T3 5
- B)(o (i) bewezen.

a) =0 en T(B) =
(a) = o(B)). Dus is

Bewijs (ii): We moeten laten zien dat het aantal paren (*) waarin precies
&én inversie voorkomt gelijk is aan het aantal paren (x#%) waarin precies
&én inversie voorkomt. Het is dus voldoende om te laten zien dat in een paar

({o(i),0(8)} , {o(j),0(B)}) (B #1,3)
precies één inversie voorkomt dan en slechts dan als in het paar

({o(t(1)),0(x(8))} , {o(t(3)),0(T(B))}) (B #1,3)

precies &&n inversie voorkomt. Volgens de beweringen I en II betekent dit
dat we moeten bewijzen dat (i - B)(Jj - B)(o(i) - o(B))(o(j) - o(B)) < 0 is
dan en slechts dan als (i - B)(j - B)(o(t(i)) - o(t(B))) (o(t(3)) - o(t(B)))
< 0. Nuis 1(i) = j, ©(j) =i en 1(B) =B als B # i,j. We hebben dus
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(i - B8)(J - B8)(o(t(1)) - o(t(B))) (o(T(3)) - o(T(B))) =
= (i - B)(J - B)(o(i) - o(B))(a(]) - a(B))
zodat ook (ii) bewezen is.

Bewijs (iii): We moeten laten zien dat (i - j)(o(i) - o(j)) < 0 is, dan en
slechts dan als (i - j)(G(T(i)) - G(T(j))) > 0. Dit volgt rechtstreeks uit:

(i - o)) = o3 = (i - 3)(a(3) - o(i)) =

=-(i-j)o(i) -0(j§)). O

We zijn nu in staat de propositie (blz. 32) te bewijzen:

Neem eerst aan dat {0(i), 0(j)} een inversie is van 0. Dan geldt, zoals
we al hebben opgemerkt: N(o) = M(1) + M1(2) + 2M2(2) + 1. Ook is, volgens
I1I(iii), {o(t(i)), o(T(j))} geen inversie van 0 o T, zodat ook geldt:

N(o o 1) = N(a) + N1(b) + 2N2(b). Bijgevolg is (gebruik makend van ITI(i) en
III(dii)):

N(o) - N(o o T) =

(M(1) = N(a)) + (M,(2) - W,(6)) + 204y(2) - W(B)) + 1 =
= 2(M2(2) - N2(b)) + 1.
Hieruit volgt dat N(o) - N(o o 1), als {0(i), 0(j)} een inversie is van o,
een oneven geheel getal is.
Analoog vinden we, als we aannemen dat {0(i), 0(j)} geen inversie van

0 is en, volgens III(iii), {o(T(i)), o(1(j))} wel een inversie is van O o T:

N(o) - N(g o 1) =

(1) - N(a)) + (M,(2) - N, (b)) + 2(My(2) - N (b)) - 1 =

2(uy(2) - Wy(b)) - 1
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en ook dit is een oneven geheel getal.
We zien dus dat in alle gevallen N(0) - N(0 o T) een oneven geheel

getal is, zodat

(-p¥lo) - Wo o)y

Bijgevolg:

sign(o)

(
sign(o o T) (-

oftewel:
sign(o) = - sign(o o T)
waarmee de propositie bewezen is. O

I.2.4L Gevolg: Elke verwisseling is een oneven permutatie.

Bewijs: Zij T = Tgng een verwisseling en % de eenheids-n-permutatie. Uit
k]
I.2.38 volgt: N(UO) = 0 zodat sign(o

volgt, gebruik makend van I.2.L43:

0) = +1. Nu is ook 0y ° T = T zodat

sign(T) = sign(oo o T) = - sign(co) = -1
waaruit de bewering volgt. O

I.2.45 Gevolg: Als de n-permutaties Tyseees Ty alle verwisselingen zijn,

dan is:

sign('r1 ° Ty 0 . © Tm) = (=1)".

Bewijs: (Volledige inductie naar m.) We bewijzen de bewering eerst in het

geval m = 1. Dat wil zeggen: we moeten bewijzen dat als T, een verwisseling

1
is, sign(T1) = (—1)1 = -1. Dit is precies I.2.Lk,
Stel nu dat de bewering geldt voor m = k. Dus, neem aan dat voor
. _ k
| geldt: slgn(r1 ° ... © rk) = (-1)".
We moeten dan bewijzen dat de bewering geldt voor m = k + 1. Kies dus k + 1

ieder k-tal verwisselingen Tyoeees T
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n-permutaties Tyseens die alle verwisselingen zijn. We moeten dan

Tyes Ty
bewijzen dat s:Lgn(T1 ° hee ° Ty

= (—1)k. Volgens I.2.L43 geldt nu:

) = (-1)k+1. We weten dat sign(T1 °... © Tk)

sign(T, © ... o T

1 = sign((‘r1 © ... 0T

k) © Tgaq) =
= - sign(t, © ... °o T

1 k)

Hiermee is I.2.L5 bewezen. [

I.2.46 Stelling: 2ij n 2 2. Voor elk tweetal n-permutaties o en o' geldt:

sign(o o 0') = sign(o)-sign(o")

Bewijs: Volgens stelling I.2.34 kunnen we verwisselingen Tysesestg €D

verwisselingen T{,..., Té vinden zodat

O=T, ° ... ©T 5 o' = r; °© ... 0o T! .
Dan is sign(o) = (-1)°% en sign(o') = (-1)t (ef. I.2.45). Dus:
sign(o o ¢') = sign('r1 o ves 0T o T! o .., o)) = (=1)5t 2
s 1 t
_ s t _ . . '
= (-1)".(-1)" = sign(0)-sign(o"),

zodat de stelling bewezen is. 0

I.2.47 Merk op dat, als 0 en O' twee n-permutaties zijn, 0 © ' en o' o o
verschillend kunnen zijn, maar sign(o o 0') en sign(o' o o) altijd gelijk
zijn. Immers, sign(o o 0') = sign(0)-sign(o') = sign(o')-sign(c) =
sign(o' o g).
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§I.3. Matrices: combinatorische aspecten

I.3.1. Beschouw de verzameling R IR (cf. I.1.5 en I.1.43). Deze verzameling
heeft als elementen de geordende paren (x, y) waarin x en y redle getallen

zijn.

I.3.2 Definitie: Het (m X n)-rooster is de deelverzameling

{2, 9) | xe {1,...m}, vy e {1,...,n}}

van R II R. Deze deelverzameling noteren we met Rm
b}

I.3.3 Vaak geven we Rm n als volgt schematisch aan:
3
(1,1)  (1,2)  (1,3) ... (1,n

(2,1 (2,2) (2,3) ... (2.
(351) (3’2) (393) oo (3,11

— ~— ~—,

. . . .

(m,1) (m,2) (m,3) v (m,n)

waarbij de plaatsen van de elementen van Rm n in deze notatiewijze voor
k]

eens en voor altijd zoals hierboven sangegeven is, zijn afgesproken!

I.3.4 Voorbeeld:

(1,1 (1,2) (1,3)  (1,4) (1,5)
(3,1 (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)

(1,1)  (1,2)  (1,3)
(2,1)  (2,2) (2,3) (1,1)
R5’3 = ¢(3,1) (3,2) (3,3) 5 }23’1 = (2,1) 5
(k1) (b,2)  (4,3) (3,1)
(5,1)  (5,2) (5,3)
Ry = (0} 5 Ry o= 1,0 (1,2) (1,3))
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Merk op dat Rm o Ben elementen heeft. Denkend aan de in I.3.3 ingevoer-
t]
de notatiewijze voor Rm n zal de volgende terminologie voor zichzelf spreken.
9
I.3.5 Definitie: Als i € {1,...,m},dan heet het n-tupel
[(i,1), (1,2)5.00y (i,n)] uit Rm,n de i-de rij van Rm .

,n
De elementen (i,1), (i,2),..., (i,n) heten de elementen op

de i-de rij van Rm

,n

I.3.6 Definitie: Als j € {1,...,n}, dan heet het m-tupel

[C1,3)s (2,3) 500y (m,3)] uit Rm,n de j-de kolom van Rm,n'
De elementen (1,j), (2,j)s..., (m,j) heten de elementen op

de j-de kolom van Rm

o

R heeft dus m rijen en n kolommen; (i,j) is het element van R op
m,n m,n

de i-de rij en de j-de kolom.

I.3.7 Definitie: Een (m X n)-rooster Rm n heet vierkant als m = n.
b

I.3.8 Definitie: Het n-tupel [(1,1), (2,2),..., (n,n)] van het vierkante

(n x n)-rooster R heet de hoofddiagonaal van R . De
n,n n,n
elementen (1,1), (2,2),..., (n,n) heten de elementen op de

hoofddiagonaal van Rn,n'

Beschouw nu een (m x n)-rooster Rm n® €0 een afbeelding
b

van Rm p Dhear een verzameling V. We kunnen f dan beschrijven met het schema
s
£(1,1) £(1,2) £(1,3) ... £(1,n)
£(2,1) f£(2,2) £(2,3) ... £(2,n)
£(3,1)  £(3,2) £(3,3) ... £(3,n)
: : : (*)

f(m,1) f(m,2) f(m,3) ... f(m,n)
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I.3.9 Definitie: Zij V een verzameling en m,n een tweetal natuurlijke

getallen (2 1). Een (m X n)-matrix uit V is een afbeelding

f: R + V van het (m x n)-rooster R naar de verzame-
m,n m,n

ling V.

Als f : Rm o > Veen (m x n)-matrix uit V is, dan zullen we het bijbe-
t]

horend schema (*) van f ook vask een (m X n)-matrix uit V noemen. Het is

duidelijk dat -als we een rechthoekig schema van de vorm

Vi1 V2 Vi3 ot Yy

V21 V22 V23 PR V2n

V31 V32 V33 ottt Vg (%%)
Vm1 Vm2 Vm3 PR v

kiezen, waarin alle optredende elementen bevat zijn in V- zo'n schema een
wel-bepaalde afbeelding T : Rm n V definieert, n.l. door:

2

£(i,j) = Vi3 (i e {1,...,m}, j e {1,...,n}).

We spreken dus zowel over: "de (m x n)-matrix f : Rm a” V" als over:

"de (m x n)-matrix

Yir. V12 Vi3 ot Vg
V21 V22 V23 e V2n
V31 V32 V33 e V3n~ ".
Vm1 Vm2 Vm3 o an

Merk nog op dat we in (**) "ronde" haken gebruiken. Dit om duidelijk te

maken in de notatie dat het schema (**) geen verzameling is: er kunnen best

op verschillende plaatsen in het schema dezelfde elementen van V voorkomen!
Denkend aan de notatiewijze (*) voor een (m X n)-matrix voeren we voor

matrices een terminologie in, analoog aan die voor de (m X n)-roosters:
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I.3.10 Definitie: Zij f : Rm n” V een (m x n)-matrix uit een verzameling V.
E]
Voor i € {1,...,m} heet het n-tupel
[£(i,1), £(i,2)5e00, £(i,n)] uit V de i-de rij van de

matrix f. De elementen f(i,1), £f(i,2),..., £(i,n) heten

de elementen op de i-de rij van f.

I.3.11 Definitie: Zij f : Rm,n >V een (m x n)-matrix uit een verzameling V.
Voor j € {1,...,n} heet het n-tupel
[£(1,3), £(2,3)90e., £(m,j)] uit V de j-de kolom van de
matrix f. De elementen £(1,j), £(2,j),..., f(n,j) heten

de elementen op de j-de kolom van f.

Een (m x n)-matrix f heeft dus m rijen en n kolommen; f(i,j) is het

element op de i-de rij en de j-de kolom.

I.3.12 Definitie: Als Rn o €en vierkant rooster is, en V is een verzameling,
3
dan heet een (n X n)-matrix f : Rn n -+ V een vierkante

2
matrix uit V.

I.3.13 Definitie: Als f : Rn n” V een vierkante matrix is uit een verzame-
k]
ling V, dan heet het n-tupel [£(1,1), £(2,2),..., f£(n,n)]
uit V de hoofddiagonaal van de matrix V. De elementen

£(1,1), £(2,2),..., f(n,n) heten de elementen op de hoofd-

diagonaal van f.

I.3.14 Voorbeeld: Beschouw de (5 x 3)-matrix over Z

/1 2 0
-1 3 4
2 2 1
-1 3 L
1 3 0

De derde rij van deze matrix is het 3-tupel [2,2,1] uit Z; de tweede kolom
is het 5-tupel [2,3,2,3,3] uit Z. Merk verder op dat de tweede en vierde rij
gelijk zijn.
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We gaan nu nader in op vierkante matrices.

I.3.15 Definitie: Zij Rn o bet (vierkante) (n x n)-rooster. Een deelverzame—
’

ling
W= {(i1,,j1), (5-2:52)9"'3 (insjn)}

van Rn n die bestaat uit n elementen van Rn n? zodat uit
t] b
iedere rij en uit iedere kolom van Rn n precies é&n ele-
b

ment in W voorkomt, heet een n-greep uit Rn n
b

I.3.16 Voorbeeld: De 2-grepen uit R2 o zijn:
b

{(1,1), (2,2)} en {(1,2), (2,1)}.
I.3.17 Voorbeeld: De 3-grepen uit R3 3 zijn:
E]
X . . X . . . X . . x . . - x . B x
. x . . . X X . . . . X . x . X . .
. . X . X . . . X X . . X . . . X .

{(1,1), (2,2), (3,3)}; {(1,1), (2,3), (3,2)}; {(1,2), (2,1), (3,3)};
{(1,2), (2,3), (3,1)}; {(1,3), (2,2), (3,1)} en {(1,3), (2,1), (3,2)}.

I.3.18 Voorbeeld: Een voorbeeld van een 5-greep uit R5 5 is:
t]

{(1,3), (2,5), (3,1), (4,4), (5,2)}

. . X . .
. . . . X
X . . . .
. . . X .
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I1.3.19 Opmerking: Als W = {(i1,j1),..., (in
dan zijn [i1,..., in] en [j1,..., jn] n-permutaties.

,jn)} een n-greep is uit Rn,n .

Bewijs: Zij k € {1,...,n}. Dan komt er in W precies &&n element (is,js) voor
uit de k° rij. Dat wil zeggen: er is precies één is met is = k. Dus komen

de getallen 1,...,n precies &én keer voor onder de elementen in het n-tupel
[11,..., in] dat derhalve een n-permutatie is.

Analoog bewijst men dat [j1,..., jn] een n-permutatie is. [

I.3.20 meérkigg: Als W = {(i1,j1),..., (in,jn)} een n-greep is uit Rn n
b ]

dan hangt de waarde van sign[i1,..., in]-sign[j1,..., jn]

niet af van de volgorde waarin de elementen van W

geschreven zijn.

Bewijs: Omdat {i1,..., in} ={1,..., n} = {j1,..., jn} kunnen we een afbeel-
ding ¢ : {1,..., n} > {1,..., n} definidren met:

¢(11) =y ¢(12) = Jpseees ¢(1n) = Jj,- Zij nu 0 de n-permutatie [11""’ln]
en T de n-permutatie [j1,..., jn]. Dan is:

o(1)=i1,c(2)=i ...,0(n)=in,

2’
zodat
-1,. -1,. -1,. _
o (11) =1, 0 (12) =2, «..5 O (1n) =n,

waaruit volgt

(t o 67)(i) = §ps (1o 07NEp) = Gy vvvs (T o 07D = 5.

Dit betekent dat T o G|

= ¢. Nu hangt ¢ alleen af van de combinaties
(i1,j1), cees (in,jn) en niet van de volgorde der elementen van W. Dus ook
T o 0 ', en daarmee sign(T o 0—1), is onafhankelijk van de volgorde der
elementen van W. Nu is sign(o o 0-1) = +1 want 0 o ¢! is de eenheids-n-
permutatie. Dus, sign(c)-sign(0—1) = 1. Als sign(0) = 1, dan is dus
sign(0-1) = 1, en als sign(o) = -1, dan is sign(0-1) = -1. Dus sign(o) =

= sign(0_1). Hieruit volgt:

sign[i1,..., in]-sign[j1,..., jn] = sign(0).sign(T) =

= sign(o_1)-sign(T) = sign(T ° 0'1).



Lk

Omdat sign(T ° 0'1) onafhankelijk is van de volgorde der elementen van W
geldt dit dus ook voor sign[i1,..., in]~sign[j1,..., jn], zodat de opmerking

bewezen is. [

In de voorgaande opmerking hebben we gezien dat aan elke n-greep
W= {(i1,j1),..., (in,jn)} een eenduidig bepaalde waarde

sign[i1,..., in]-sign[j1,..., jn] kan worden toegevoegd. We definiéren:

I.3.21 Definitie: Als W = {(11,31),..., (ln,Jn)} een n-greep is uit Rn,n’
dan heet

sign(W) : = signli ,..., in]-sign[j1,..., jn]

het teken van W.

I.3.22 Voorbeeld: Beschouw de 5-greep {(1,3),(2,2),(3,4),(4,1),(5,5)} uit

R5,5

Het teken van deze 5-greep wordt dan gegeven door:
signl1,2,3,4,5].signl3,2,4,1,51 = (+1)(+1) = +1.

Hadden we een andere volgorde voor de elementen van deze 5-greep gekozen,
bijvoorbeeld: {(2,2),(1,3),(4,1),(5,5),(3,4)}, dan hadden we verkregen:

sign[2,1,4,5,3].sign[2,3,1,5,4] = (=1)(=1) = +1.

I.3.23 2ij nu

een automorphisme (cf. I.1.39) van een vierkant rooster Rn n Zij
k]

{(11,31),..., (1n,Jn)} een n-greep van Rn,n' Dan is in het algemeen

{Q(i1,j1),..., Q(in,jn)} wel een deelverzameling van Rn,n’ mear geen n-greep.

Het volgende voorbeeld illustreert dit.
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I.3.24k Voorbeeld: Kies de afbeelding

Q R2’2 - R2’2
die gegeven wordt door: Q(1,1) = (2,1),2(2,1) = (1,1),8(1,2) = (1,2),9(2,2) =
= (2,2). De lezer ga na dat Q bijectief, en derhalve een automorphisme van

R, 5 is. Nu is {(1,1),(2,2)} een 2-greep van R2 5» maar {Q(1,1),0(2,2)} =
b

3
= {(2,1),(2,2)} is geen 2-greep van R2 o
E ]

{X ol _Sz {0 o$
. X} X XJ
{(1,1),(2,2)} {Q(1,1),0(2,2)} = {(2,1),(2,2)}.

I.3.25 Definitie: Een automorphisme § : Rn n > Rn o van een vierkant rooster
b ’

Rn n heet een roostertransformatie als voor iedere n-greep

b
{(i1,j1),..., (in,jn)} van Rn , geldt dat ook
2

{9(11,31),..., Q(ln,Jn)} een n-greep is van Rn,n'

I.3.26 Notatie: Voor elk vierkant rooster Rn n 8even we de verzameling van
b

alle n-grepen van Rn,n aan met wn.

I1.3.27 Notatie: Als Q : Rn n +> Rn o een roostertransformatie is en
9’ 2
W= {(11,31),..., (ln,Jn)} is een n-greep van Rn,n (dat is: W € wn), dan

noteren we:
W) = 1Q(1,,5,)50 05 E_L5 )0

I.3.28 Notatie: Zij nu Q : Rn n” Rn o €en roostertransformatie van een vier-
2 b

kant rooster R . Zij W e W . Dan is ook (W) een n-greep van R , dus een
n,n n n,n

b
element van Wn. We zien dat de roostertransformatie  een afbeelding van wn
naar Wn induceert, die aan elk element W van wn toevoegt het element QW) van

Wn. Deze afbeelding geven we ook aan met §:

(Het is uiteraard slordig om deze afbeelding ook met { aan te duiden, maar
niet verwarrend.) We zullen bewijzen dat ook deze afbeelding bijectief is.

Eerst:

I.3.29 Lemma: Zij V een verzameling die eindig veel elementen bevat. Dan is

elk injectief endomorphisme f : V - V van V bijectief.
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Bewijs: (Met volledige inductie naar het aantal elementen van V.)

(i): Voor verzamelingen V die &&n element bevatten is het lemma triviaal.
(ii): Stel nu dat het lemma geldt voor verzamelingen met k elementen. We
moeten dan bewijzen dat het lemma geldt voor verzamelingen met k + 1 ele-
menten. Zij V een verzameling met k + 1 elementen en £ : V > V een injectief
endomorphisme van V. Stel: f is niet surjectief. Dan is er een element

Vo € V zodat Yo * In(f). Beschouw nu de verzameling V. waarven de elementen

1

zijn: alle elementen van V behalve Vo Kies een element v € V. Omdat

f(v) # vy is £(v) ook een element van V,. We hebben dus een endomorphisme
f1 van V1 dat aan ieder element v € V1 het element f(v) € V1 toevoegt.
Ook is f1 injectief: Kies twee verschillende elementen Vis Vv, € V,. Dan is
f1(v1) = f(v1) en f1(v2) = f(vz). Omdat f injectief is zijn f(v,) en £(v,)
en dus ook f1(v1) en f1(v2) verschillend.

Omdat V1 k elementen heeft en f1 een injectief endomorphisme van V1 is,
is f1 surjectief. Dat wil zeggen: voor ieder element v € V1 is er een ele-
ment w € V, zodat f1(w) = v. Of, met andere woorden, voor ieder element

veVmet v#v, is er een element w € V met w # v, en f(w) = v.

Beschouw ng f(vo) e V. Omdat v, ¢ Im(f) is er geen element x in V met
f(x) = Vo In het bijzonder is dus f(vo) # vy« Dus is er een element w € V
met w # v, en f(w) = f(vo). Echter w # v, en omdat f injectief is is der-
halve f(w) # f(vo); tegensprasak.

Dus leidt de veronderstelling dat f niet surjectief is tot een tegen-

spraak, zodat f surjectief moet zijn, en derhalve bijectief. 0

I.3.30 Propositie: Als Q : Rn n +an o en roostertransformatie is van een
1] bl

vierkant rooster Rn n? dan is de door Q geinduceerde

H]
afbeelding Q : W, > wn (ef. I.3.28) bijectief.

Bewijs: In iedere n-greep W = {(i1,j1),..., (in,j )} kunnen we de volgorde

van de voorkomende elementen zo kiezen dat het ee?ste element uit de eerste
rij komt, het tweede element uit de tweede rij, etc., etc. We kunnen elke
n-greep dus schrijven in de vorm W = {(1,j1),..., (n,jn)}. wn bestaat dus
uit die deelverzamelingen {(1,j1),..., (n,jn)} van Rn,n waarvoor [, ,..., J ]
een n-permutatie is. Omdat er n! n-permutaties zijn heeft wn dus n! elemen-
ten. uz bevat dus eindig veel elementen. Volgens I.3.29 is het dus voldoende
- om de bijectiviteit van § :wn > wn te bewijzen - om te laten zien dat

Q “% > Wn injectief is.
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Kies hiertoe twee elementen W1, W2 uit wn, zeg:

W, = {(11,31),..., (1n,3m)} 3 W, = {(k1,11),..., (kn,ln)}.
We moeten dan laten zien dat uit Q(W1) = Q(WQ) volgt dat W, = W,.
9(W1) = Q(Wz) wil zeggen:

Q1,550 06 L5 )} = aw,) = aw,) =
= {9(k1,11),..., Q(kn,ln)}.

Stel dat W, # W,, terwijl Q(W1) = Q(WZ)' Dan is W, geen deelverzameling van
W2, of W, is geen deelverzameling van W, (ef. I.1.11). Zeg: W1 is geen deel-
verzameling ven W,. Dat wil zeggen: er is een element (is,js) € W, dat niet
een element is van W,. Nu is Q(is,js) € Q(W1). Omdat Q(W1) = Q(Wz) volgt

t) € W, bestaat met Q(is,js) = Q(kt,lt),
terwijl uiteraard (is,js) # (kt’lt)’ omdat (is,js) 4 W, =

hieruit dat er een element (kt’l

={(k1al1),---,(kn,ln)}. 2 voegt dus aan de twee verschillende elementen

(15,35) en (kt’lt) uit Rn,n hetzelfde beeld toe. Echter,  : Rn,n

een roostertransformatie, dus een automorphisme en derhalve injectief;

+ R is
n,n

tegenspraak.

We zien dus dat, als Q(W1) = Q(Wg), de veronderstelling dat W, # W,

leidt tot een tegenspraak. Dus is W1 = W2. Hiermee is de injectivitiet

- en bijgevolg de bijectiviteit - van

bewezen en daarmee de propositie. [J

Beschouw nog eens het rooster Rn n,'en daearbij een vierkante (n X n)-
t]
matrix f : Rn n” V uit een of andere verzameling V. Zij voorts
2
Q Rn n Rn o cen roostertransformatie. We kunnen dan de samenstelling
bl b

foQ:R + V beschouwen:
n,n
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Dit is uiteraard weer een vierkante (n X n)-matrix.

I.3.31 Definitie: Als f : R +Veen (n x n)-matrix is en Q : R + R
—_— n,n n,n n,n

is een roostertransformatie op Rn n? dan heet de (n x n)-
L]

matrix £ o Q : Rn n V de matrix die uit f verkregen is
t ]

door toepassing van .

We zullen nu een drietal roostertransformaties op een vierkant rooster

Rn n,die voor het vervolg van belang zijn,nader in ogenschouw nemen.
£

I.3.32 Definitie: Zij Rn o €en vierkant rooster. Het endomorphisme
3

van R dat gegeven is door:
n,n
T(i:j) = (Jsl)

heet de transpositie van Rn n'
b

I.3.33 Opmerking: Als Rn , gen vierkant rooster is, dan is de transpositie

T van R een roostertransformatie op R .
— n,n n,n

Bewijs: Allereerst moeten we aantonen dat T bijectief is. Omdat Rn o Sen
]

eindige verzameling is (n2 elementen) is het voldoende om te bewijzen dat
T injectief is (cf. I.3.29). Welnu, als (i,j) en (k,l) twee verschillende
elementen van Rn n zijn, dan zijn ook T(i,j) = (j,i) en T(k,1) = (1,k)

9

verschillend. Dus T is injectief, en derhalve een automorphisme op Rn 0
b

Nu moeten we nog laten zien dat voor elke n-greep W =
= {(i1,j1),..., (in,jn)} van Rn,n ook T(W) = {T(i1,j1),..., T(in,jn)} =

= {(j1,i1),..., (jn,in)} een n-greep van Rn,n is. Omdat W een n-greep is, is

[i1,..., in] een n-permutatie (cf. I.3.19). Dus komt in {i1""’ in} elk
der getallen 1,..., n precies &én keer voor. Dus komt in

{(j1,i Ysenes (j ,i )} uit elk der kolommen van R a,n precies é&n element
in T(W) voor. Analoog bewijst men dat uit elk der rijen van R prec1es

één element in T(W) voorkomt. Dus T is een roostertransformatle. 0
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I.3.34 Definitie: Zij Rn o €en vierkant rooster. Zij O een n-permutatie.
k]

Het endomorphisme

van R dat gegeven is door:
n,n
Ry (1,d) = (o(i), J)

heet de n-permutatie 0 op de rijen van R .
’

I.3.35 Opmerking: Als Rn o gen vierkant rooster is en 0 is een n-permutatie,

b

dan_is de n-permutatie 0 op de rijen van Rn n

3

R
; een

roostertransformatie op R .
n,n
Bewijs: Evenals in het bewijs van I.3.33 moeten we twee eigenschappen van Ry
aantonen: ten eerste dat R0 injectief is en ten tweede dat R0 elke n-greep
van R overvoert in een n-greep van R_ .
n,n n,n
Kies twee elementen (i,j) en (k,1) uit R, zodat Ro(i,j) = Rg(k,l).
b
Om de injectiviteit van Rc aan te tonen moeten we laten zien dat hieruit
volgt: (i,j) = (k,1). Welnu, (o(i), j) = Ro(i,j) = Rc(k,l) = (o(k), 1).
Dus (i) = o(k) en j = 1. Omdat 0 : {1,..., n} > {1,..., n} als n-permutatie
bijectief, dus zeker injectief is, volgt uit o(i) = o(k) dat i = k. Omdat
we ook hadden: j = 1 volgt (i,j) = (k,1). Dus R, is injectief, en dus
bijectief en derhalve een automorphisme van Rn 0
t]
Kies nu een willekeurige n-greep W = {(i,,3,),..., (i_,j.)} van R .
1291 n’“n n,n
Door eventueel de volgorde van de elementen van W te wijzigen kunnen we
veronderstellen dat het eerste element in de eerste rij staat, het tweede
in de tweede rij van Rn,n’ etc., ete. Dus 1, = 1, 12 =2, vy 1n = n ofte-
wel:

W= {(1:j1), (2sj2):'°‘9 (najn)}-
Dan is RG(W) gegeven door:
Bo(1) = {(o(1), 3,0, (0(2), 3p)uees (0ln), 3.

We moeten laten zien dat deze deelverzameling van Rn o ©en n-greep is.
b
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Omdat W een n-greep is, komen de getallen 1,..., n precies &én keer
voor in [j1,..., jn]. Dus bevat RO(W) uit iedere kolom van Rn,n precies é&én
element.

Omdat O een n-permutatie is, komen de getallen 1,..., n ook precies één
keer voor in [0(1),..., 0(n)] zodat RO(W) ook uit iedere rij van Rn,n precies
één element bevat.

Dus is met W ook RO(W) een n-greep van Rn 0 Hiermee is de opmerking

E ]
bewezen. 0

Voordat we de derde roostertransformatie op Rn n definiéren eerst nog
2

enkele algemene opmerkingen over het samenstellen van roostertransformaties

°p Rn n’

I.3.36 Opmerking: Zijn 91 en 92 twee roostertransformaties op een vierkant

rooster Rn 0’ dan is ook 91 ° 92 een roostertransformatie
3

2 Rn,n'

Bewijs:

Omdat 91 en 92 isomorphismen zijn, is ook hun samenstelling 91 ° Q2 een iso-
morphisme, dus een automorphisme van Rn 0’ Zij nu W = {(i1,j1),..., (in,jn)}
n’ Omdat ook Q1 elke

b
n-greep van Rn n overvoert in een n-greep van Rn o is tevens
b

(Q1 ° 92)(W) =’Q1(92(W)) een n-greep van Rn 0’

3

k]
een n-greep van Rn,n' Dan is 92(W) een n-greep van Rn

Hiermee is de opmerking bewezen. U

Tets algemener geldt op analoge wijze:

I.3.37 Opmerking: Zijn 91,..., Qm een m-tal roostertransformaties op een

vierkant rooster R , dan is ook 2, ° ... °©  een
n,n’> ————— " m ——

t ]
roostertransformatie op R .
a,n
Vervolgens geldt:

I.3.38 Opmerking: Als § een roostertransformatie is op een vierkant rooster

R, den is ook 0! een roostertransformatie op R .
n,n n,n
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Bewijs: Uiteraard is met Q ook Q_ een automorphlsme van R n.n’ Zij nu W een
,
n-greep van Rn o+ We moeten dan bewijzen dat ook @ ( ) een n-greep is van

t]
R . Welnu, @ : R +R induceert volgens I.3.28 een endomorphisme

n,n n,n n,n

Q : (1) +w van w (cf I.3.26). Volgens I.3.30 is Q : w »w bijectief,

dus zeker surJect:Lef. Kies nu een n-greep W' ¢ w , zodat Q(W‘) = W. Dan is
(W) =Q (Q(W )) = (@ ol Q)(W') = W' waarmee bewezen is dat met W ook

(W) een n-greep van Rn p 1s. De opmerking is hiermee aangetoond. O
H]

I1.3.39 Opmerking: Zij Rn o gen vierkant rooster en T de transpositie op Rn n
b ] . - s
(cf. I.3.32), dan is T =T !

Bewijs: Omdat T : Rn n” Rn o cen automorphisme is, is het volgens I.1.k41
b L]
voldoende - opdat T = T 1. om te laten zien dat T o T de identieke afbeel-

ding is op Rn n Dit volgt onmiddellijk uit:
]
(T°T)(isj) = T(T(iaJ)) = T(j’l) = (i’j) = idR (i’j)
n,n

(voor elke (i,j) e R ). O

n,n

I.3.40 Opmerking: 2ij Rn o gen vierkant rooster, en zijn 0 en T twee n-per-
E
mutaties, dan geldt (cf. I.3.34):

Bewijs: Voor elke (i,j) e Rn , geldt:
k]

({0 o 1)(1), §) = (a(1(i)), §) =

R, , (i,3)

Ry(t(3), §) = By(R(1,5)) = (R, o R)(i,d),
waaruit de opmerking volgt.

I.3.h Gevolg: Is R . een vierkant rooster en 0 een n-permutatie, dan geldt
(cf. I 3.34):

Bewijs: Ga na! []
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I.3.42 Definitie: Is Rn n cen vierkant rooster en T een n-permutatie die een
b

verwisseling is, dan heet de roostertransformatie RT

(cf. I.3.34) een verwisseling op de rijen van Rn 0
b

I.3.43 Opmerking: Is Rn n een vierkant rooster, dan is elke n-permutatie op

3
de rijen van Rn L gen samenstelling van verwisselingen op

de rijen van R (ef. I.3.34 en I.3.L2).
n,n

Bewijs: Zij 0 een n-permutatie en T,,..., T een aantal verwisselingen
J P prrees Ty g

zodat 0 = Ty o s © T Dan geldt (analoog te bewijzen als I.3.40)

hetgeen de opmerking bewijst. O

We voeren nu een derde type roostertransformaties in:

I.3.4Y4 Definitie: Zij Rn o en vierkant rooster. Zij 0 een n-permutatie. Het
E]

endomorphisme

van R dat gegeven is door:
n,n

Ky(1,3) = (1, 0(3))

heet de n-permutatie 0 op de kolommen van Rn 0’
9

I.3.45 Opmerking: Als Rn o gen vierkant rooster is en O is een n-permutatie,

k]
dan is de n-permutatie 0 op de kolommen van Rn 0’ 5 &en
t]

roostertransformatie gp,Rn n’
b

Bewijs: Kies een willekeurig element (i,j) € Rn o+ Dan geldt:

2

K (1,3) = (i, o()) = 7(0(j), 1) = MR (§,1)) =

TR, (T(1,§))) = (T o Ry o T)(i,3).
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We zien dus dat Ky =T © Ry ° T (ef. I.3.32 en I.3.3L). Omdat volgens I.3.33
en 1.3.35 T en R0 roostertransformaties zijn, is volgens I.3.37 ook de samen-
stelling T o Ro o T = Kc een roostertransformatie, zodat de opmerking

bewezen is. []

I.3.46 Opgave: Bewijs dat, als Oysne

K01 ° iiioo = K01 ° ... © Kgm, terwijl voor iedere n-permutatie o ook

©s O n-permutaties zijn, geldt:

geldt: (K )"1 =K

a 0,—1
I.3.47 Definitie: Als R een vierkant rooster is en T is een n-permutatie

n,n
die tevens een verwisseling is, dan heet K. (ef. I.3.Lk)

een verwisseling op de kolommen van Rn n
N td

I.3.48 Opmerking: Als Rn n €en vierkant rooster is, dan is iedere n-permu-
E]

tatie op de kolommen van Rn L gen samenstelling van
b}

verwisselingen op de kolommen van Rn n
b

Bewijs: Ga na! O

I.3.49 Voorbeeld: Beschouw de (L4 x L)-matrix f : Rh ), >V uit een verzameling
bl

V, gegeven door het bijbehorend schema

Vi1 V2 Vi3 Vi
V21 Voo Vo3 Vo
Y31 V32 V33 Y3y
b Vue Vi3 Vi

(Dus voor elke (i,j) e Rh 3 is £(i,j) = v...) 2Zij nu T de transpositie van
b

i’
Rh L Als we T nu toepassen op de matrix f, dan krijgen we de nieuwe matrix
£

froml: Rh,h +V (ef. I.3.31)

Nu is voor elke (i,j) e Rh L

3
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(f o T)(i,j) = £(T(1i,3)) = £(j,1i) = Vi

zodat het schema van deze nieuwe matrix wordt:

Vi1 Vo1 V31 Vi
Vig Voo V32 Ve
Vi3 Va3 Vi3 Va3
Vi Vou V3 Vi

I.3.50 Voorbeeld: Beschouw weer de matrix f : Rh Wine V uit een verzameling
3

V die gegeven wordt door het schema

Vi1 V12 Vi3 Vi
Vo1 Voo Vo3 Vou
Y .

31 V32 V33 Y3y
i1 Va2 Vi3 Vi

(Weer: f(i,j) = Vij') Zij ¢ de 4-permutatie [1,3,2,4], en R de Lh-permutatie

o op de rijen van Rh,h' Passen we R0 toe op £, dan krijgen we de nieuwe

matrix f o Ro : Rh,h +> V:

R f
Ry = Ry >V

~__~

f o R0

Nu geldt voor ieder element (i,j) € R, )
’

(£ o R(L,4) = £(Ry(1,4)) = £(o(1), §) = vy(4y;

zodat, omdat [o(1), o(2), o(3), o(k)] = [1,3,2,4],het schema van deze nieuwe

matrix wordt:

Vi1 V12 Vi3 Yy
V31 V32 V33 V3l
Vo1 Voo Vo3 Vol

i Yue Va3 Vi
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Is K, de permutatie 0 op de kolommen van Rh )» dan is de matrix die we uit f
b
verkrijgen door toepassing van K0 de matrix f o KG : Rh s V. Deze heeft
3

als schema:

Y11 V13 V2 Yy
Y21 Vo3 Voo Vo
V31 V33 V32 Y3y

1 V3 Vi Vi
(Ga na!)

I.3.51 Terminologie: Is T de transpositie op het vierkante rooster Rn n €0

s
1s

841 B ot By
21 %o

. .

.o

a1 B cee B
een (n x n)-matrix uit een of andere verzameling V, dan
heet de uit A te verkrijgen matrix door T op A toe te

passen de getransponeerde matrix van A. We noteren deze

matrix met

AT.
Ga na dat
b11 b12 Tt b1n
AT ) b?1 b?2 e b2n
b;T b;2 e b;n

waarbi j bij = aji (i =1,.00,n33=1,..., 1), (vgl. I.3.49).
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I.3.52 Opmerking: Voor elke vierkante matrix A geldt:

(a5)T = 4.
Bewijs: Ga na! (cf. I.3.39) 00

We gaan nog eens terug naar de roostertransformaties.

I.3.53 Definitie: Zij R een vierkant rooster en £ : R + R een
—_— n,n n,n n,n

roostertransformatie. Dan noemen we § een even rooster-

transformatie als voor elke n-greep W van Rn n geldt:
3
sign(w) = sign(Q(W)).

We noemen §! een oneven roostertransformatie als voor

iedere n-greep W van R geldt:
n,n

sign(W) = - sign(Q(W)).

I.3.54 Opmerking: De transpositie T op een vierkant rooster Rn n is een even
bl

roostertransformatie.

Bewijs: Kies een willekeurige n-greep W = {(i1,j1),..., (in,jn)} van Rn 0t
b}
Dan is T(W) = {(j1,i1),..., (jn,in)} zodat

sign(W) signli ..., in]°sign[j1,..., jn]

sign[j1,..., jn]'sign[i1,..., in] sign(T(W)). O

I.3.55 Opmerking: Is O een n-permutatie en is R0 de n-permutatie op de rijen

van het rooster Rn n? dan geldt:
t]

Als O een even permutatie is, dan is RG een even rooster-

transformatie. Is O een oneven permutatie, dan is R, een

oneven roostertransformatie.

Bewijs: Kies een willekeurige n-greep W = {(il’j1)’°'°’ (in,jn)} van Rn 0

tHd
Door eventueel de elementen van W in een andere volgorde te schrijven mogen
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we aannemen: i1 =1,1,=2,..., in = n, dus:
W= {(1,3,), (2,3,) 50005 (n, jn)}.
Dan is
Ro(W) = La(1), 5 1), (0(2), §p),eens (0m), 30}

[¢

zodat we vinden
sign(W) = signl[1,..., n]'sign[j1,..., jn] = sign[j1,..., jn]

(omdat signl[1,..., nl = +1). Ock geldt:

sign(Rc(W)) signlo(1),..., c(n)]-sign[j1,..., jn] =

= sign(c)-sign[j1,..., jn].
Bijgevolg is:

sign(Rc(W)) = sign(0)-sign(W).

Is 0 een even permutatie, dan is sign(0) = +1 en sign(RG(W)) = sign(W) voor
iedere W ¢ Wn, zodat RO een even roostertransformatie is.
Is 0 een oneven permutatie, dan is sign(o) = -1 en sign(RU(W)) = - sign(W)
voor iedere W € wn, zodat R0 dan een oneven roostertransformatie is.
Hiermee is de opmerking bewezen. []

Volkomen analoog hiermee bewijze de lezer zelf:

I.3.56 Opmerking: Is O een n-permutatie en is K, de n-permutatie op de

kolommen van het rooster Rn 0’ dan geldt:
b}

Als O een even permutatie is, dan is K0 een even rooster-

transformatie. Is O een oneven permutatie, dan is K0 een

oneven roostertransformatie.
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§I.L4. Determinanten: combinatorische aspecten

In deze parasgraaf zullen we - zonder dat we dit telkens uitdrukkelijk
vermelden - uitsluitend spreken over vierkante matrices uit de verzameling
€ van de complexe getallen.

Beschouw een (n x n)-matrix

Z

1" 12 " n

zZ z e 2
A 21 22 2n
Zoy Bgp e Zoo

Dit is een afbeelding f : Rn n C, die gegeven is door:
b

£(i,j) = 253 (i =1,.00, 03 3 =1,.0., n).

Kies nu een n-greep
W= {(i1,j1),..., (in,jn)}
van R , Den hebben ve bij ieder element (is,js) van W een complex getal
bl
f(is,js). Bovendien hebben we bij W het getal sign(W).

We kunnen dus het produkt

A(W)

sign(wW) - f(11,31) . f(lZ’jQ) v f(ln,jn) =

sign(W) z. . 2. . ... Z. .
1131 12J2 1]

van deze getallen beschouwen.

Omdat het produkt
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(en dus niet van de volgorde waarin we de elementen van W hebben geschreven),
hangt A(W) uitsluitend af van de matrix A en de gekozen n-greep W ¢ ag
(cf. I.3.26; vgl. ook I.3.20 en I.3.21). Samenvattend:

I.L.1. Definitie: Als

Z Z

11

Z21 Z

12 et
22

\zn1 Zoo e 2

een (n x n)-matrix is en W = {(i1,jj),..., (in,jn)} is

een n-greep uit Rn , den noteren we:
k]

A(W) = sign(W) * z. . 2. . ... 2. .
9 oo *nn
I.4.2. Voorbeeld: Beschouw de (5 X 5)-matrix

3 1 2 8
2 1Tk 3
A= -1 1 -1 0 2
1 -1 9 L4
8 1 3 3

Beschouw vervolgens de 5-greep

w={(1,1), (2,3), (3,5), (L4,2), (5,k)}

uit R :

5,5
X . . . .
. . X . .
. . . . X
3 X . . 3

Dan is:
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sign(W) = sign[1,2,3,4,5] * signl[1,3,5,2,4] = (+1)(-1) = -1
zodat we vinden:
A(W) = (=1)+321+2¢13 = -18.

Zij nu A een (n *x n)-matrix. We hebben dan bij iedere n-greep W e W,

een complex getal A(W). De som van deze getallen noteren we met:

J  AW)
Weld
n
We definiéren nu:
I.L4.3 Definitie: Als A een (n x n)-matrix is, dan heet

det(A) = ] A(W)

de determinant van de matrix A.

I.4.4 Voorbeeld: Beschouw een (3 x 3)-matrix

211 %12 %13
A= 1 2p 2y Zp3
%31 %32 %33
De 3-grepen zijn (cf. I.3.17)
w,o={(1,1), (2,2), (3,3)} 5 W, = {(1,3), (2,2), (3,1} ;
w2 = {(192): (293): (331)} H ws = {(192)9 (291)3 (3:3)} H
Wy = ((1,3), (2,1, (3,2)} 5 W= {(1,1), (2,3), (3,2)} .

Men gaat direkt na dat sign(w1) = sign(Wz) = sign(W3) = +1 en
sign(Wu) = sign(ws) = sign(W6) = -1, zodat

det(A)

I AW) = AW, )+A(W

L )+A(W3)+A(Wh)+A(W5)+A(W6) =
n

2

= 219200733 * 290203231 * 293209230 *
= 293%00%31 T Z10%21%33 T Zq1Zp3%3p°
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I.4.5 Voorbeeld: Voor elke (2 x 2)-matrix

z z
Ao [P P
P21 22
is det(A) = 211200 = Zqp%01 (ga na).

Voor elke (1 x 1)-matrix

A= (z,,)

11

is det(A) = Ziqe

We zullen nu een aantal rekenregels voor determinanten bewijzen.
Hiertoe voeren we eerst een enigszins schematische voorstellingswijze voor

matrices in om de notatie overzichtelijk te houden.

I.L.6 Definitie: De (n * n)-matrix

die gegeven wordt door

1J

{z.. =0 alsi#]j
Z. .
ij

=1 als i=]

heet de (n X n)-eenheidsmatrix en we geven deze matrix aan

met

Ook geven we deze matrix wel aan met

o

o
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I.4.7 Voorbeeld:

1 0 0
(1 0) H 13 = 0 1 0 ; ete.
0 1

0 0 1

nl nn

en A' is de (n - 1) x (n - 1)-matrix, die we uit A verkrij-

gen door de i€

11

i-1

dan zullen we

A. .
1sd

rij en de ,je kolom uit A weg te laten:

Tt P,5-1 P15+ 0t P
o107 Pic1,3-1 Zi-1,3+1 00 Zicign
177 Pia1, -1 Zie, 541 00 Zisin

zn,j-1 Zn,j+1 zn,n

A' vaak noteren met

en ook wel schematisch aangeven met:

R NY i ERE
[ M| <1
A 2 EE .

4

J

als geen verwarring mogelijk is.
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I.4.9 Voorbeeld: Als

3 0 1
A = L4 1 1 ,
-1 -1 =3
2 4 1 8
dan is
3 0 71 L 3 0 L o 1
A2’1- -1 =1 -3 ; Ah,u— Lo A3,2= 1 .
L 1 8 -1 -1 1 8

1k 1 11
B = . H C = N
) bnk Cn1 “n1
dan is A de matrix
b11 e b1k a1 011 e c11
A= . . .
b . a . C
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I.4.11 Notatie: In plaats van: "de (m X n)-matrix

11 %12 * P

%1 Zop ter Iy
A= .

m1 Zmo Zin

zullen we ook noteren: "de (m x n)-matrix A = (z..)".

I.4.12 Rekenregel: Als

1
a a' a"
A= B 2 ¢ s A' = B | 2 ¢ ;s A" = |B 2l ¢
. : ' "
an a.n an

dan is:
det(A') + det(A") = det(A).

Bewijs: Neem aan dat de elementen a. van A, a' van A' en a" van A" voor-
._._J._ 1 2 1 1

komen in de k% kolom ven A, resp. A', resp. A". Schrijf vervolgens:

A=(z..) 5 A' = (z!.) 5 A" = (z".).

ij ij ij
Dan is gegeven:
z..=2z!.=2". als j £k i=1,..., n
() L o
= ! i =
Zip = Zh tzi (i =1,..., n)

Kies nu een willekeurige n-greep W van Rn n Kies de volgorde waarin we de
H

elementen van W schrijven z3, dat het eerste element uit de eerste kolom



van Rn n komt, het tweede element uit de tweede kolom van Rn 0’ etc.
k]

H]
We kunnen dan schrijven:

W = {(11,1),..., (ik,k),..., (in,n)}

en we vinden (wegens (x)):

A(W) = sign(W) Zi1’1 ces Zik,k e 2y n =
= sign(W) Zi1,1 . (Zik’k * Z;k’k) Zin,n =
= sign(W) Zi1’1 Z{k’k . z{n,n *
+ sign(W) 221’1 . ng’k . z;n,n =

Dus:

det(A) = L A(W) = [ (A'(W) + A"(W)) =

Weld Weld
n n
= ) A(W) + [ A"(W) = det(A') + det(A")
Wel Wewn

waarmee de rekenregel bewezen is. [J

I.4.13 Rekenregel: Als

a, a!

a, a)
A= B 2 c en A' = B 2 C

a \ a'

twee (n x n)-matrices zijn, waarbij geldt:

ai=0¢ai (l= 1,...,n;a€¢),

dan is
det(A) = a det(a').
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Bewijs: Dit gaat analoog aan het bewijs van de voorgaande rekenregel.
Neem aan dat de elementen a; van A en a{ van A' voorkomen in de kde kolom

van A, resp. A'. Schrijf:

A= (zij) 5 A' = (z].'_j).

Dan is gegeven:

ij i Tyeeey 1)
' s =
ik = %2l (i =1,..., n).

z..=3z!. als j £k (i
(%) z

Kies een willekeurige n-greep W van Rn nt Door de elementen van W in een
k]

geschikte volgorde te schrijven verkrijgen we:
W= {11,000, (B .k),..0, (i )}

zodat

A(W) = sign(W) z:.L1’1 zik,k .. Zin,n =
= si ! e ! ! =
sign(W) 211,1 (azlk,k) 2{ .n
= o si ! ezl ...zl = A'(W).
o sign(W) 211’1 zlk,k Zln,n o A'(W)
Derhalve is:
det(A) = ] A(W) = J oA'(W) =a] A'(W) = a det(A'). O
Welv Wel Welv
n n n
I.k.1h Gevolg: Als
1 ]
211 %1n S R Y
A= : en A' = :
Z vee 2 z! A
ni nn nl nn

twee (n X n)-matrices zijn en er geldt:
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255 = o Z{j (i= 1,...,03 j = 1,..., n; &6 e C),
dan is
det(a) = o det(a').

Bewijs: Ga na dat dit volgt uit I.L.13! ]

I.4.15 Gevolg: Als A een (n X n)-matrix is waarin een kolom voorkomt waar-

van alle elementen O zijn, dan is det(A) = 0.

Bewijs: We hebben (volgens I.kh.13):

0 0+1
0 0+1
det(A) = det B c = det B C =
0 O<1
, 1
1
=0 * det B C =0
1 y

waarmee de bewering bewezen is. [

I.4.16 Propositie: Zij A een (n X n)-matrix en 9 : Rn n” Rn , &en rooster-
3 b

transformatie van Rn 0 Zij A' de (n X n)-matrix die uit
bl

A ontstaat door Q2 op A toe te passen. Is Q een even

roostertransformatie, dan is det(A) = det(A'); is Q een

oneven roostertransformatie, dan is det(A) = - det(A').

Bewijs: De roostertransformatie  : Rn a” Rn n induceert volgens propositie
b b

I.3.30 een bijectieve afbeelding

Nu is wn een eindige verzameling, bestaande uit N = n! termen (cf. het
bewijs van I.3.30). Zeg: wn = {W1, Wosenns WN}. Nu behoort er - omdat
bijectief is - bij elke i ¢ {1,2,...,N} precies &én j ¢ {1,2,...,N} met



Wi = Q(Wj). We kunnen dus, door eventueel de volgorde van de elementen
W1, W2,..., WN van wn anders te kiezen, ook schrijven:
w, = {Q(W1), Q(Wz),..., Q(Wn)}. Hieruit volgt:

det(A) = ZAW)=MW)+M%)+“.+M%)=
w5wn
= A(Q(W1)) + A(Q(Wg)) + ..+ A(Q(WN)) =
= ] A(QwW)).
WeW

Zij nu A de matrix gegeven door de afbeelding f : Rn n” C. Dus
b4

£(1,1) ... £(1,n)

h =]
[}

. .

f(n,1) ... f£(n,n)

A' is de (n % n)-matrix die uit A ontstaat door § op A toe te passen:

zodat

£(Q(1,1)) ... £(Q(1,n))

£f(An,1)) ... £(Q(n,n))
Kies nu een willekeurige n-greep W van Rn n® 2€8
k]

W= Uigsdy)seees (1,500,

()
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Dan is
QW) = {Q1,,3,)50 005 R 55,))
zodat

A (W)

sign(W) - f(Q(i1,j1)) s eee s (R L5)) =

sign(W)

= ———— * sign(Q(W)) « £(Q1i,,5,)) * ... * £(e(i L3 )=
sign(Q(W)) ol

sign(w)
= —  A(Q(W)).
sign(Q(W))

Hieruit volgt:

sign(W)
det(A') = ] A'(W) =
Wewn Wewn sign(Q(wW))

+ A(Q(wW)) (%)
Stel eerst dat Q een even roostertransformatie is. Dat wil zeggen dat voor
iedere W ¢ wn geldt: sign(W) = sign(Q(W)). In dit geval volgt uit (**) en
(%):

det(A') = § A(Q(W)) = det(a).
Wewn

Is Q een oneven roostertransformatie, dan is voor iedere W e wn:
sign(W) = - sign(Q(W)), oftewel, voor iedere W ¢ wn geldt:
s1gn(w)

= -1

sign(Q(wW))
In dat geval volgt uit (**) en (*):

det(A') = § (-1)A(QW)) = -] A(QW)) = - det(A)

Wel Wel
n n

zodat de propositie bewezen is. [
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I.4.17 Gevolg: Voor iedere (n X n)-matrix A geldt (ef. I.3.51):

det(A) = det(AT).

Bewijs: Z1 T : Rn’n -+ Rn,n de transpositie van het rooster Rn,n

(ef. I.3.32). Dan is AT de matrix, die uit A ontstaat door T op A toe te
passen (cf. I.3.51). Volgens I.3.54 is T een even roostertransformatie,

zodat uit I.h.16 direkt volgt dat det(A) = det(AT). [

I.4.18 Gevolg: Zij A een (n X n)-matrix. Zij A' de (n x n)-matrix die uit

A ontstaat door in A twee verschillende kolommen onderling

van plaats te verwisselen. Dan is

det(A) = - det(A').

Bewijs: Laat A' uit A ontstaan zijn door de k® en 1% kolom (k # 1) van A
bewijs

onderling van plaats te verwisselen. (Dus: als

21K 1
A= B C . D

%K znl

4 4

k© kolom le kolom

dan is

De lezer ga na dat A' uit A ontstaat door de roostertransformatie K

(ef. I.3.47) met T = Tifi (

I.3.56 KT - omdat T als verwisseling een oneven permutatie is - een oneven

T
cf. I.2.24) toe te passen op A. Nu is volgens

roostertransformatie. Dus geldt volgens I.L.16:

det(A) = - det(A'). [0
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We kunnen nu - door de rekenregels I.4.12, I.4.13, I.4.15 en I.L.18
te combineren met rekenregel I.4.17 - analoge rekenregels voor de determi-

nant afleiden die betrekking hebben op rijen in plaats van kolommen van
matrices.

Allereerst nog een notatie-afspraak.

I.4.19 Notatie: Zij A een (niet noodzakelijk vierkante!) (m x n)-matrix,

zeg:

die gegeven is door:

?ij = 7 (i=1,0e05mn3 §J=1,.0., m)

de getransponeerde matrix van A. Deze matrix wordt aangeduid

met:

Merk op dat de hierboven gegeven definitie in het geval van vierkante
matrices overeenstemt met I.3.51.
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I.4.20 Voorbeeld: Als

dan is

I.4.21 Rekenregel: Als

Bewijs: Het is

2
0
-1
3
3 -1 2
8 -1 4| .
0o -1 3
] 1 1
a1 a, eees 8

"o

a. =
1

dan is

a! +a!
i i

det(A') + det(A")

direkt duidelijk dat:

O eeo

c™ | s (A")

= det(A).

[+

)
N= -

;(A")
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Volgens I.L4.12 en I.L4.17 volgt dan:

det(A') + det(A") = aet((ANT) + det((AMT) = det(aT) = aet(a),

zodat de rekenregel geldt. [

I.4.22 Rekenregel: Als

twee (n X n)-matrices zijn waarbij geldt:

&, =0 ai (i=1,..., n; 0 eC),

dan is

det(A) = o det(A').

Bewijs: Wegens

\ \
a1 \ a!

T T B2 T :

AT =||B It = | 8T |9 (T
&n a_r'l

volgt uit I.L.13 en I.4.17:

det(A) = det(AT) =0 get((ANT) = o det(A'),

zodat de rekenregel bewezen is. []
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I.4.23 Rekenregel: Als A een (n X n)-matrix is waarin een rij voorkomt

waarvan alle elementen O zijn, dan is det(A) = O.

Bewijs: In AT komt een kolom voor waarvan alle elementen O zijn. Dus volgt
wit I.4.15 en I.L.17: det(a) = det(aT) = 0. O

I.L4.2h Rekenregel: Zij A een (n X n)-matrix. Zij A' de (n X n)-matrix die

uit A ontstaat door in A twee verschillende rijen onder-

ling van plaats te verwisselen. Dan is

det(A) = - det(A').

Bewijs: (A')T ontstaat uit AT door twee verschillende kolommen van AT
6nder1ing van plaats te verwisselen. Uit I.4.18 en I.L.17 volgt nu:
T) = - aet(an)?

det(A) = det(A = - det(A'),

zodat de rekenregel bewezen is. []

We beschouwen tot slot van deze paragraaf nog een bijzonder type

vierkante matrices en hun determinanten.

I.4.25 Definitie: Een (n x n)-matrix

219 %12 v Zip

Zoy Zpp Zon
A=

a1 Zpo v Zmn

heet een boven-driehoeksmatrix als zij = 0 voor elke

i,j met 1 > j.

A heet een onder-driehoeksmatrix als zij = 0 voor elke

i,j met 1 < j.
A heet een diagonaal-matrix als zij = 0 voor elke
i,jmet 1 # 3.



I.4.26 Voorbeeld: Z7ij

1.0 0 O 1 0 0 b 3
-

A=,_300’B=o6o L c= |02
L 6 8 0 0 0 4 0 0
11 1 2 0 0 0-2 0 0

/1000\ /1000\
D=2ooo;E=!oooo.
0 0 0 O 0 0 0O
0 0 0 & 0 0 0 1

Dan zijn B en E diagonaal-matrices; B, C en E boven-driehoeksmatrices en

A, B, D en E onder-driehoeksmatrices.

I.4.27 Rekenregel: Als de (n X n)-matrix A een boven-driehoeksmatrix is,

£ a0 -
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dan is det(A) gelijk aan het produkt van de elementen op

de hoofddiagonaal van A.

Bewijs: Zij W een willekeurige n-greep van Rn,n' Door de elementen van W
zodanig te ordenen dat het eerste element van W uit de eerste kolom van

Rn n komt, het tweede element uit de tweede kolom, etc., kunnen we schrij-

ven:
W= {(i1,1), (i2,2),..., (in,n)}.
7ij
Z11 ces Z1n
A= :
nt °° Znn

Dan is elke zij met i > j gelijk 0. Nu is

°z. vee Z.o .
1712 in
n

A(W) = sign(W)°zi
1 2
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Komt er nu een element (ik,k) in W voor met ik > k, dan is bijgevolg

“1 kT 0

zodat A(W) = 0. Omdat

det(A) = ] A(W)
WelW
n
behoeven we - om det(A) te bepalen - uiteraard alleen die termen A(W) te
kennen met A(W) # 0. We behoeven dus alleen die n-grepen

W= {(11,1),..., (in,n)} te beschouwen die voldoen aan de voorwaarden:
i, <1,i,<2,...,i <n. (*)

We zullen bewijzen dat alleen de n-greep Wy = {(1,1), (2,2),..., (n,n)} aan
deze voorwaarden voldoet.

Zij W = {(i1,1),..., (in,n)} een n-greep, zodat W # Wy+ Dan is niet
voor iedere k ¢ {1,..., n} ik gelijk aan k. Kies het grootste getal
k € {1,..., n} waarvoor geldt: i # k.

Als ik > k, dan voldoet W niet aan (*). Stel nu: ik < k. Omdat W een
n-greep is, is [11,..., ik’ ik+1""’ in] een n-permutatie. Omdat k het
grootste getal uit {1,..., n} is, waarvoor i # k volgt:
ik+1 =k+l,..., in = n. Dus we hebben de n-permutatie

[i1,..., ik’ k+1,..., nJ (ik Z k). (*%)
In het n-tupel (**) komen alle getallen 1,..., n precies &én keer voor. Dus
komt k in het n-tupel (**) voor. Omdat ik # k, komt k voor onder de getallen
1yseees ik-1' Zeg, k = is (s < k=1). Maar dan geldt:

i =k >k-12s,

s

zodat is > s. Dus voldoet W niet aan (x).

Ve hebben nu bewezen dat alleen de n-greep WO voldoet aan de voorwaar-

den (*). Dus is, voor elke n-greep W # WO’ A(W) = 0. Bijgevolg:

det(A) = A(WO).
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Nu is sign(W.) = sign[1,2,...,n] * sign[1,2,...,n] = +1, zodat

0

A(WO) = 294 Zop vt Zppo

hetgeen de rekenregel bewijst. [J

I.L4.28 Gevolg: Als A een diagonasl-matrix is, dan is det(A) gelijk aan het

produkt van de elementen op de hoofddiagonaal van A.

Bewijs: Omdat een diagonaal-matrix tevens een boven-driehoeksmatrix is,

volgt dit uit I.Lk.27. 0

I.4.29 Gevolg: Als de (n X n)-matrix A een onder-driehoeksmatrix is, dan is

det(A) gelijk aan het produkt van de elementen op de hoofd—
diagonaal van A.

Bewijs: AT is een boven-driehoeksmatrix. Ook zijn de hoofddiagonalen van A en
van AT dezelfde. I.4.29 volgt - wegens det(A) = det(AT) - dus direkt uit
I.k.27. 0

I.4.30 Gevolg: Als In de eenheids-(n X n)-matrix is, dan is det(In) = 1.

Bewijs: Dit volgt direkt uit I.L4.28.[]
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II. Vectorruimten en lineaire afbeeldingen

§II.1. Vectorruimten

II.1.1 We gaan in deze paragraaf de begrippen "vectorruimte over R" en
"vectorruimte over C" definidren, waarbij R de verzameling van reéle getal-
len is en € de verzameling van complexe getallen. Omdat deze twee begrippen
volstrekt analoog gedefinieerd worden, zullen we — om dubbel werk te voor-
komen - het begrip "vectorruimte over F" defini®ren, waarbij de lezer voor
F zowel € als R kan lezen. De elementen van F zullen we "getallen" noemen.
In F kunnen we vermenigvuldigen en optellen, en we hebben het element O en
het element 1 in F. Als a,b ¢ F dan is a + b de som van a en b en ab het
product van a en b. Bovendien voldoet F aan de volgende eigenschappen:
Voor elke a e F is a + 0 =4a en a1 = a. Voor elk tweetal elementen

a,b e Fis a+Db=Db+a en ab = ba. Voor elk drietal elementen

a,b,c e Fis (a+b) +c=2a+ (b+c) en (ab)e = a(bec), terwijl ook
a(b + ¢c) = ab + ac. Elk element a € F heeft een tegengesteld element

-a € F, en als a # 0 heeft a ook een invers element: é =a.

I1.1.2 Definitie: Als V een verzameling is, dan heet een afbeelding
m: VIV->V

een binaire operatie op V.

II.1.3 Voorbeeld: Zij V = Sn’ de verzameling van alle n-permutaties. Defi-

nieer een afbeelding

m:S IS -8
n n n
door:

=0, © 0,

w(0,,0,) =0, ° 0,

(Als 0, en0d, n-permutaties zijn, dan is ook hun samenstelling O

n-permutatie.)

1 ° 02 een

ITI.1.4 Voorbeeld: Kies V = M de verzameling van alle (k x 1)-matrices

k,1°

uit F. Kies als binaire operatie op Mk 1
b
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mo: M) M1~ M1

gedefinieerd als volgt: als A = (aij) en B = (bij) twee (k x 1)-matrices
zijn (ef. I.L4.11), dan is per definitie

m(A,B) = (cij) >

waarbij voor elke i € {1,..., k} en elke je{1,..., 1} geldt:
cij = aij + bij'
In het geval k = 1, 1 = 4 krijgen we bijvoorbeeld:

n((a,b,c,d), (a',b',c',d")) = (a +a', b + b', c+e',d+ar)

en in het geval k = 3, 1 = 1:

a a' a + a'
m b, |b! = b+ D'
c c! c+c!

terwijl als k = 1 = 2 we bijvoorbeeld krijgen:

BN (8 i I ]

We gaan nu een bijzonder type binaire operaties nader bekijken:
II.1.5 Definitie: Als V een verzameling is en
m: VIV->V

is een binaire operatie die voldoet aan de volgende vier
voorwaarden:
(1) Er bestaat een element vy € V zodat voor ieder ele-
ment v € V geldt: m(vo,v) = v;
(ii) Voor elk tweetal elementen v,w € V geldt:
m(v,w) = m(w,v);
(iii) Er is bij ieder element v € V een element v* e v

*
zodat m(v,v ) = Vo3
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(iv) Voor elk drietal elementen u,v,w € V geldt:
n(m(u,v), v) = m(u, m(v,w));

dan heet het paar (V,m) een abelse groep.

II.1.6 Voorbeeld: Kies, zoals in II.1.4, het paar (Mk l,m) waarbi]j Mk | Qe
b 2
verzemeling van alle (k x 1)-matrices is en m de binaire operatie op Mk 1
3

gegeven door:

m((ai,j)’ (le)) = (ClJ) B cij = al,] + bi,j'
We verifi8ren - door de voorwaarden (i), (ii), (iii), (iv) van II.1.5 stuk
voor stuk in ons geval te controleren - dat het paar (Mk l,m) een abelse
b

groep is:

ad (i): Kies de (k x 1)-matrix 0 = (uij) waarbij ys = 0 voor iedere

ie {1,..., k} en iedere j € {1,..., 1}. We laten zien dat voor iedere

(k x 1)-matrix A = (a..) € Mk 1 geldt: m(A,0) = A (dan hebben we voorwaarde
t]

1
(i) geverifieerd). Welnu,

m(A,O)

[}
=]
—
-
~—
0]

[}
n
i
=

ak1+0 e akl+0 ak1 e akl

zodat (i) geverifieerd is.

ad (ii): We moeten laten zien dat voor ieder tweetal (k x 1)-matrices A en
B uit F geldt: m(A,B) = m(B,A). Welnu, als A = (aij) en B = (bij) dan

hebben we:



11 e Bpthyy 117897 ++- Pyptagy

Be1tPyq e B th, Pyqteyq -ee Dypita,

byg eee by 811 811
m(]: . s |- . ) = mn(B,a).
Ppq vvr Pyy Bt B

ad (iii): We moeten aantonen dat er bij iedere (k x 1)-matrix A uit F een
(k x 1)-matrix A* uit F bestaat zodat m(A,A*) =0 (cf. ad (1)).

> . . * * * — . .
Zij A = (aij). Kies A" = (aij) met a5 = -8, 5 voor iedere i € {1,..., k}

en iedere j € {1,..., 1}. Dan krijgen we:
* . . . .
m(A,A7) =m ([ : sl : ) =

*
&11"'8. ) a, ta a,.-a a, —a

11

ak1+a‘;1 akl+a‘;.l Sk17% 1 vt B8y

]
L}
o

ad (iv): Kies nu een drietal (k x 1)-matrices uit F, zeg: A = (aij)’

B = (bij) en C = (cij)° Zij

m(A,B) = (di,j) =D ; n(B,C) = (e55) = E.

Dat wil zeggen: voor iedere i e {1,..., k} enelke j e {1,..., 1} geldt:

d.. =a.. + b.. H e.. =b.. + c...
1J 1] ij 13 13 1]



82

We moeten verifi&ren dat geldt: m(m(A,B),C) = m(A,m(B,C)), oftewel
dat m(D,C) = m(A,E). Als we noteren:

m(D,C)

(fij) H m(AaE) = (giJ)’

dan hebben we voor iedere i € {1,..., k} en iedere j € {1,..., 1}:

.. +c..="f.. ; .. ..= g,
45 *eiy T T g 815 T %15 T 8ij
en we moeten laten zien dat voor iedere i € {1,..., k} en j e {1,..., 1}

geldt: fij = gij' Welnu,

f.. . .. .. .. .. a. . .. .
1J 1J 1J 1J 1) 1J 1J 1J 1J

zodat ook aan voorwaarde (iv) is voldaan.

IT1.1.7 Voorbeeld: Het paar (Sn,m) uit voorbeeld II.1.3 is geen abelse groep.
De lezer ga na dat wel aan de eisen (i), (iii) en (iv) van II.1.5 is voldaan
maar niet aan voorwaarde (ii): als 0, en 0, twee n-permutaties zijn, dan
zijn de samenstellingen 0, °0,en0,°0, in het algemeen niet gelijk.

II.1.8 Voorbeeld: Beschouw het euclidische platte vlak, voorzien van een

cartesisch assenstelsel.

Elk punt P van dit vlak kunnen we aangeven door zijn codrdinaten: als P als

x-codrdinaat %X € R heeft en als y-codrdinaat yP € R, dan kunnen we het
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punt P geven door de volgende (2 X 1)-matrix uit R:

B (P,

Ip

> .
Omgekeerd behoort bij elke (2 x 1)-matrix Q uit R, zeg
=+ a
Q=(b)’

het punt Q uit het vlak met x-codrdinaat Xg = een y-codrdinaat vq = b.
We zien dat elke (2 x 1)-matrix uit R met een punt van het vlak correspon-

deert en omgekeerd. Met de oorsprong O correspondeert zo de matrix
> 0
o=[o).

Noem dit euclidische platte vlak, voorzien van een cartesisch assenstelsel

E2. We definiéren nu op E2 een binaire operatie
m : E2 I E2 *-EQ
als volgt: als P en Q twee punten uit E2 zijn met corresponderende matrices

(F)

Ip

B =

X
>
, resp. Q= (yQ),
Q
dan definiéren we

m(P3Q) =R

3

waarbij het punt R uit E2 gegeven wordt door de corresponderende matrix

A ESRN D

=%
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We laten zien dat het paar (Ee,m) een sbelse groep is. Hiertoe controleren

we weer de voorwaarden (i) t/m (iv) uit II.1.5:

ad (1) Kies het punt O € E2 (0 is de oorsprong van het assenstelsel).

Dan geldt voor ieder punt P € Ej: m(0,P) = P. Immers, zijn

5-(3) e B=()7)

de met O, resp. P corresponderende (2 x 1)-matrices uit R, dan correspon-

deert met m(0,P) de matrix

O . Py _ 3
(og2) = () =F

zodat m(0,P) = P is. Hiermee is (i) geverifieerd.

ad (ii): Als P,Q € E2, dan zijn de matrices, corresponderend met P, resp. Q:

> % ) > _ )
B () : 6 ).

De met m(P,Q), resp. m(Q,P) corresponderende matrices zijn

+x XA+
( P Q ), resp. Q+XP

en deze zijn gelijk. Dus m(P,Q) = m(Q,P).
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ad (iii): Als P ¢ ]E2 correspondeert met de matrix

dan kunnen we het punt P* € E2 kiezen dat correspondeert met
(55):

_yP

*
Dan correspondeert m(P,P ) met de matrix

xP+('xP)}=(0]___3

ypr(-yp) 0

zodat m(P,P*) = 0.
y

N S P
*p x

0 *p

P*' ................ _yP

ad (iv): Als de punten P,Q,R uit E2 corresponderen met de matrices

() () wemm (1),

dan corresponderen m(m(P,Q),R) en m(P,m(Q,R)) met de matrices

(xprg) g xptxgtag)
( (ypHyg) vy ) rese: ypH(ygtvg) )

en omdat deze matrices gelijk zijn is ook m(m(P,Q),R) = m(P,m(Q,R)).
Dus is (E2 ,1) een abelse groep.

II.1.9 Afsprask: Is V een verzameling, en
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m: VIV->V

een binaire operatie op V, zodat (V,m) een abelse groep is, dan zullen we

(louter formeel!) in plaats van m(v1,v2) vask noteren: v, + vy Ock zullen

we zeggen dat v1 + v2 = m(v1,V2) de som is van v1 en v2. De voorwaarden

(i) t/m (iv) van II.1.5 laten zich nu als volgt schrijven:

(i) Er bestaat een element vy € V zodat voor ieder element v € V geldt:
Vgt vEvs

(ii) Voor elk tweetal elementen v,w €¢ Vis v + w = w + v;

(iii) Er is bij ieder element v € V een element v e Vzodat v + v = Vs

(iv) Voor ieder drietal elementen u,v,w € V geldt: (u + v) + w=u + (v + w).

Vervolgens maken we nog enige formele notatie-afspraken.

Het element Vo € V heet een nul-element van de abelse groep (V,m).

(We zullen hieronder laten zien dat iedere sbelse groep precies &&n nul-
element heeft.) In plaats van Vo noteren we ook vaak (formeel!) voor het
nul-element: O.

Als v een willekeurig element van V is en v" is een element uit V met
de eigenschap dat v + v* = 0, dan is v door deze eigenschap uniek bepaald,
zoals we hierna nog zullen bewijzen. v heet de inverse van v in de abelse
groep (V,m), en wordt formeel vask aangegeven met -v in plaats van v*.

We zullen bovenstaande formele notatie-afspraken in het vervolg vrije-

1ijk gebruiken, en m de optelling van de sbelse groep (V,m) noemen.

IT.1.10 Opmerking: Elke abelse groep heeft precies &&n nul-element.

Bewijs: Zij (V,m) een abelse groep en laten O en O' twee nul-elementen van
deze abelse groep zijn. Dit wil zeggen, voor ieder element v € V geldt:
0O+v=venO'+v=v.Inhet bijzonder geldt: O + 0' = 0' en O' + 0 = O.
Volgens eigenschap (ii) geldt verder:

0+0'=0"+0,

zodat we verkrijgen:

waarmee de opmerking bewezen is.
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IT.1.11 Opmerking: Elk element van een abelse groep heeft precies &én

inverse.

Bewijs: Zij (V,m) een abelse groep en v een element van V. Laten V: en v;

twee inversen zijn van v in (V,m). Dan geldt:

Gebruik mekend van de eigenschappen (i) t/m (iv) uit II.1.9 volgt dan:

*

*
1) + v

0+ v = (v +
v, = (v+v -

* *
- 5 (v1 + V) +v. =

2

<
[}

* * * *
vy o+ (v + v2) =v, +0= vy

zodat Vi = v hetgeen de opmerking bewijst. [0

1 2°

IT.1.12 Afspraask: Als V een verzameling is en m,,m zijn twee binaire

operaties op V zodat (V,m1) en (V,m2) beide abelsngroepen zijn, dan moeten
we, als we spreken over V als abelse groep, steeds aangeven welke operatie
dan bedoeld wordt. Vaak echter is uit de context duidelijk welke binaire ope-
ratie dat is. In dat geval zullen we (slordig maar niet verwarrend) in

plaats van over een abelse groep (V,m) ook wel kortheidshalve spreken over

een abelse groep V.
II1.1.13 Definitie: Is V een verzameling, dan heet een afbeelding
c:FIIV-~>V

een operatie van F op V.

II.1.14 Voorbeeld: Beschouw de verzameling M van alle (k x 1)-matrices

k,1
uit F. Definieer als volgt een operatie

van F op Mk 1: als w een element van F is en A = (aij) is een (k x 1)-
bl

matrix uit F, dan is per definitie
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o(w,A) = (bij) € Mk,l’

waarbi]j voor iedere i € {1,..., k} en elke j e {1,..., 1} geldt:

b.. =wa...
1J 1J
Als bijvoorbeeld F =R, k =3, 1 =2 en w = %, terwijl
2 4
A= 1 3 E)
-2 6

dan vinden we met bovenstaande definitie:

2 4

2 L 3 3
1 _ 1

O(WQA) = 0'(§a 1 2 ) = § 1
=2 2

-3 2

IT.1.15 Definitie: Zij nu V een &belse groep en

c:FIV->YV

een operatie van F op V die voldoet aan de volgende vier

voorwaarden:

(i) Voor elke v,w € V en elke XA € F geldt:
o(A,v+w) = a(A,v) + o(A,w).

(ii) Voor elke v € V en elke A,u € F geldt:
o(A+u,v) = o(A,v) + o(u,v).

(iii) Voor elke v € V en elke A,u € F geldt:
o(Au,v) = o(A,o(u,v)).

(iv) Voor elke v € V geldt: o(1,v) = v.

Dan heet 0 een F-scalaire vermenigvuldiging op V.

II.1.16 Terminologie: Als in II.1.15 F = R, dan heet 0 een redle scalaire

vermenigvuldiging op V; als F = €, dan heet O een

complexe scalaire vermenigvuldiging op V.
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IT.1.17 Voorbeeld: Beschouw weer de in II.1.14 ingevoerde operatie

van F op de verzameling van (k x 1)-matrices uit F, die gegeven werd door:

8yq e 8 Xa11 A Aa1l ‘
O(A’ . ) = ’
k1 ot % \)‘a*m e ey

In II.1.6 hebben we gezien dat Mk 1 met de optelling (cf. II.1.9)
k]

11 0 Py 819%0q ee Bgptby,

k1 " Pkl Bty e Bty

een abelse groep is. We controleren vervolgens dat O een F-scalaire ver-—

menigvuldiging is op Mk 1 Hiertoe controleren we de voorwaarden (i) t/m
b
(iv) van II.1.15:

ad (i): Kies A e Fen A = (a..), B = (b..) e M

ij ij K,1° Dan vinden we:

o(A,A+B) = oA, : : ) =

R ALY

)\(a11+b”) }\(au+b1l) )\a11+)\bn Aauﬂbu
K(ak1+bk1) )\(akl+bkl) )\ak1+)\bk1 - )‘akl"')‘bkl
Aa11 .. Aa Ab Ab

[}
+
|

Aak1 ces lakl ka1 «e. Ab
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o(A,A) + o(A,B),
zodat voorwaarde (i) geverifieerd is in ons geval.

ad (ii): Kiesnu A,y e Fen A = (a..) e M _. We vinden

13 k,1
8y eee 8y ()\+u)a11 (>\+u)an11
O(A+,4) = o(A+u,) ¢ D= : :
1 N ey, .o (e

n
.
1

u
+
"

Mg e eg ) (Mg e ey

&1 811 &1 811
=o(},| Do o+ olu )=
81ttt B 81 81

o(X,A) + o(u,4),
waarmee (ii) geverifieerd is.

ad (iii): Kies A,y e Fen A = (aij) € Mk,l' Er geldt:



&1

o(Au,A) = o(Ay,| :

k1

X(ua11)

.

k(uak1)

&4

= o(x,0(u,| :

'y

&11 (e,
. ) = E
%1 ey, .
Mua,,) Hay
= o(A,
Muey ) Hay
211

E )) = C()\,O(U,A)),
1

zodat ook voorwaarde (iii) gecontroleerd is.

ad (iv): Kies A = (aij) € Mk,l' Dan hebben we

81ttt B
&1 &1
81 vt B

(Au)a1l

(Au)akl

- uag

Hey

Hiermee zijn de eigenschappen (i) t/m (iv) geverifieerd, zodat 0 in
dit voorbeeld een F-scalaire vermenigvuldiging is.

I1.1.18 Voorbeeld: Beschouw de abelse groep E2 uit voorbeeld II.1.8 (met

de daar gedefinieerde optelling). We defini&ren op E2 een operatie

o:RI E2 -> E2

van R als volgt:

91
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= o(A,P)

e
O
>
"Ug<
O
1

Zij A een redel getal en P een punt uit het platte vlak met x-codrdinaat

XP en y-coordinaat yP. Definieer dan:
a(X,P) = Q

waarbij Q als x-codrdinaat X = XxP heeft en als y-codrdinaat vq = AyP.

Met andere woorden: als P -in de zin van II.1.8- correspondeert met de
matrix

> *p

B (7)

P
uit R, dan correspondeert 0(A,P) met de matrix
A
(o)

We hebben zo een afbeelding 0 : R I E2 *’E2 gedefinieerd en de lezer ga na

dat 0 een reéle scalaire vermenigvuldiging op E2 is.

Y
S R - o(2,pP)
B ;b ?

i, o )
: - X. 2x.
P
: b
ke 3
M -5V

P
0("32',P) 2
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IT.1.19 Afspraak: Is V een abelse groep (cf. IT1.1.12) en is
o :FIV-~>YV

een F-scalaire vermenigvuldiging op V dan zullen we (puur formeel!) noteren:
Av voor o(A,v) (A e€F, v € V). De voorwaarden (i) t/m (iv) uit II.1.15
laten zich dan als volgt herschrijven:

(1)  Voor elke v,w € V en elke A € F geldt: Mv + w) = Av + Aw.

(ii) Voor elke v ¢ V en elke A,u € F geldt: (A + W)v = Av + pv.

(iii) Voor elke v € V en elke AU e F geldt: (Au)v = A(uv).

(iv) Voor elke v € V geldt: 1+v = v.

Merk nog op dat het getal O van F en het nul-element van V beide worden ge-
noteerd met het symbool 0. Alhoewel dit in principe verwarrend is zal blijken
dat dit in de praktijk geen enkele moeilijkheid oplevert. Als A € F, dan is
A*0 een element van V als O het nul-element van V is. Als v € V dan is ook

O*v een element van V als O het element 0 ¢ F is, etec.

I1.1.20 Definitie: Een abelse groep V, tezamen met een F-scalaire vermenig-
vuldiging 0 : F I V > V heet een F-lineaire ruimte. (Is

F =R dan heet (V,0) een R-lineaire ruimte; is F = € dan

heet (V,0) een C-lineaire ruimte).

II.1.21 Afspraak: Als (V,0) een F-lineaire ruimte is, en uit de context is
duidelijk welke F-scalaire vermenigvuldiging o op V we beschouwen, dan zul-

len we kortheidshalve ook spreken over de F-lineaire ruimte V.

II.1.22 Voorbeeld: Het euclidische platte vlak met een gekozen cartesisch
assenstelsel E2 is - met de in II.1.8 gedefinieerde optelling en de in
I1.1.18 gedefinieerde reéle scalaire vermenigvuldiging - een R-lineaire

ruimte.

II.1.23 Voorbeeld: De verzameling Mk 1 ven alle (k x 1)-matrices uit F is
b

met de optelling

1M1 711 0 11 711

Bq cer By Bep cer By Bty e B tDLg
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en de F-scalaire vermenigvuldiging
Al 2 : =

81t B Ay g

(M € F) een F-lineaire ruimte.

II.1.24 Definitie: Als we de in II.1.23 gegeven verzameling Mk , van (k x 1)-
2

matrices uit F met de daar gegeven optelling en F-sca-

laire vermenigvuldiging opvatten als F-lineaire ruimte,

dan noteren we deze met:

Mk,l(F) .

Kiezen we F =R, dan krijgen we de R-lineaire ruimte

Mk,l(
ruimte Mk,l( c).

R). Nemen we F = €, dan vinden we de C-lineaire

Enkele zeer veel voorkomende lineaire ruimten geven we aan met een

apart symbool:

IT.1.25 Definitie: an = Mn,1(]R)
II.1.26 Definitie: R; =M, (R)
b
II.1.27 Definitie: ¢ = Mn’1(c)
« e, . * _
II.1.28 Definitie: Cn = M1’n(C)o

* .. . . . * .. . . .
Rn en Rn zijn dus R-lineaire ruimten, Cn en Cn zijn C-lineaire ruimten.

De elementen van R zijn dus de "kolommen" van n reéle getallen
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met optelling en scalaire vermenigvuldiging:

a, b1 a..l+b1 Aa1

& b2 a2+b2 Aae

R I R . 5 = . (A € R)
a b a_+b Aa

n n n

(analoog, maar met complexe in plaats van reéle getallen, voor Cn);

* .. L. w
de elementen van Rn zijn de "rijtjes" van n redle getallen

(a1, Bpseens an)

met optelling en scalaire vermenigvuldiging

(a1, Bpseees an) + (b byseees b ) =

1? n

= (a.1+b1, 8,%b,5enns an+bn);

A(a1, Boseens an) = (Aa1, Aaz,..., kan) (A € R)
(enaloog, maar met complexe in plaats van re&le getallen, voor C;).

IT.1.29 Definitie: Als V een F-lineaire ruimte is, zodat voldaan is aan de
volgende voorwaarde: »

er bestaat een eindige deelverzameling {v1,..., vm} van
V zodat er bij ieder element v € V getallen A1,..., A
in F bestaan met:

v = A1v1 + A2v2 + ...+ Amvm’

dan heet V een F-vectorruimte.

IT.1.30 Terminologie: Is V een F-vectorruimte, dan heet, als F =R, V een

R-vectorruimte of een reéle vectorruimte; is F = €,

dan heet V een C-vectorruimte of een complexe vector-

ruimte. De elementen van V heten vectoren van V.
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II.1.31 Opmerking: Voor elk tweetal k,1 € N iE-Mk l(F) een F-vectorruimte.
3

Bewijs: Voor elke i € {1,..., k} en j € {1,..., 1} noteren we E(i,j) voor
de (k x 1)-matrix uit F waarvan elk element O is, behalve het element op de
i® rij en de je kolom. Dit element is 1. We hebben zo voor iedere
ie{1,..., k} en je {1,..., 1} een element E(i,j) van M, _(F). In totaal

(F).

k,1

zijn dit ke*1 elementen. Deze vormen een eindige deelverzameling van Mk 1
’
Kies nu een willekeurige (k x 1)-matrix

%1t B

Nu is aijE(i,j) de (k x 1)-matrix uit F waarvan elk element O is, behalve
het element op de i€ rij en de je kolom. Dit element is aij‘ Sommeren we dus

alle matrices aijE(i,j), dan krijgen we Jjuist de matrix A:

k 1
A= ] ] o EGL)). (%)
We zien dus dat de eindige deelverzameling
E(1,3) | i =15e00sk; § = 1,000, 1} van Mk l(F) voldoet aan de eigenschap
3
dat voor ieder element A uit Mk l(F) er getallen aij €eF (i =1,..., k;
2 .
j=1,..., 1) bestaan zodat (*) geldt. Met andere woorden: Mk l(F) is een
9

F-vectorruimte.

II.1.32 Gevolg: Rn gijn z1ijn voor ieder natuurlijk getal n re€le vector-

* .. . .
ruimten; Cn en Cn zijn voor ieder natuurlijk getal n complexe

vectorruimten.

II.1.33 Voorbeeld: E2 is een reéle vectorruimte.

Bewijs:
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Kies de punten E,» E2 uit E2 die - op de manier, zoals uiteengezet in

II.1.8 - corresponderen met de reéle (2 x 1)-matrices

1
E1 = ( 0 ), resp. §2 = ( ? ).

Kies een willekeurig punt P ¢ E2, zeg, corresponderend met de matrix

2= (.F).

Ip
Dan is, wegens

X

Py _ 1 0
(YP)—XP(O)*.yP(T)’
P = xPE1 + yPEz. Dus voldoet de eindige deelverzameling {E1,E2} ult E2 aan

de eigenschap dat er bij ieder element P ¢ E2 reéle getallen XpsYp bestaan

zodat

P = xPE1 + yPEZ'

Dus is volgens II.1.29 en II.1.30 E2 een reéle vectorruimte.
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§II.2. Dimensie

II.2.1 Opmerking: Als V een F-vectorruimte is, dan geldt voor iedere vector
v e Venelk getal A € F:

(1) Av = 0 dan en slechts dan als A = 0 of als v = O.
(i1) (-A)v = =(awv) = A(-v).

Bewijs (i): (We noteren in dit bewijs 8 voor de nulvector (d.i. het nul-
element) van V, ter onderscheiding van het getal 0 ¢ F). Als A = 0, dan

vinden we:

AV = 0°v = 0°v + _5 = 0'v + (0°v + (=(0°v))) =

(0ev + 0°v) + (=(0°v)) = (0 + 0)v + (=(0*v)) =

>
0.

0sv + (=(0+v))

Als A # 0, maar v = 8 dan is Av = A3. Om te bewljzen dat A0 = 8, is het vol-
doende om te laten zien dat voor iedere vector w € V geldt: Aa +w=w
(ef. II.1.9 en II.1.10). Welnu,

> >

A0+ w o= A0 + 1'w=)\0+()\-;‘-)w=)\a+)\(%w) =

}\(8 + lw) = }\(;\W) = (A=)w = 1°w = w.

A A
Stel nu dat Av = 0. We moeten aantonen dat in dat geval A = 0 of v = 3 is.
Mls A # 0, dan is
I | _ 1 _1l=2
v—1v-(xk)v—x()\v) =30
We hebben hiervoor al bewezen dat voor ieder getal U € F geldt: u6 = 9.

Dus is in het bijzonder v = % 8= 3 Hiermee is (i) bewezen.

Bewijs (ii): We bewijzen eerst dat (-A)v = -(Av), oftewel, we bewijzen dat
>
(-A)v de inverse is van Av. We moeten dus laten zien dat (-A)v + Av = O.

Welnu, (-A)v + Av = ((=A) + A)v = 0*v = [} (volgens (i)). We moeten tot slot
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laten zien dat A(-v) de inverse is van Av, d.w.z., we moeten nog bewijzen
dat A(-v) + A(v) = 0. Dit geldt wegens: A(-v) + A(v) = AM(~v +v) = A§ = 3
(ef. (1)). O

II.2.2 Definitie: Zij V een F-vectorruimte. Een m-tupel [a1,..., am] uit v

heet een stelsel voortbrengenden van V als voor iedere

vector v € V er getallen 11,..., Am in F bestaan zodat

v=2Aa, + ...+ \Aa .
171 m m

II.2.3 Voorbeeld: Het 3-tupel

1 0 0
[fo],(1],]0]1
0 0 1

uit R3 is een stelsel voortbrengenden van R3. Immerss kies een willekeurige

vector
84
a, | € B3,
3
Dan is
a1 1 0
a, —a1 +8.2 1 +8.3 N (*)
a 0 1

zodat er getallen a1, as, a3 € R bestaan die voldoen aan ().

II.2.4 Voorbeeld: Het 3-tupel

2 -1 3
L2y, 4 ,{0]]
1 0 0

uit R3 is ook een stelsel voortbrengenden van.Ra. Kies een willekeurige

vector
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a

a,le R,.

. _ _ 1 _ 1
Kies A = ags U = H(az - 233) , V= 12(’43.1 +a, - 10a3). Dan rekene de lezer

na dat we drie getallen A, U, V € R gevonden hebben die voldoen aan

&, 2 -1 3
a2=l2 +ul ]+ vo]
a.3 1 0 0

II.2.5 Voorbeeld: Het 3-tupel

1 1 1
(feaf}, |-1],15)2
1 1 1

uit R3 is geen stelsel voortbrengenden van RS' Kies bijvoorbeeld de vector

Was het 3-tupel wel een stelsel voortbrengenden van R3, dan zouden er reéle

getallen A, U, V bestaan zodat zou gelden:

0 1 1 1 A+uUu+vV
(%) 3=}\2)+u—1+\)5=2)\-u+5\).
1 1 1 A+ +vV
Dat wil zeggen:
A+ + Vv =
2\ = U + 5v =

A+u+v =1,

Het is direkt duidelijk dat de eerste en derde vergelijking met elkaar in

strijd zijn, zodat er geen reéle getallén A, U, V bestaan die voldoen aan (*).
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II.2.6 Voorbeeld: Beschouw twee punten P en Q uit E2, zodat -als O de oor-
sprong van het gekozen cartesisch assenstelsel is- de rechten door O en P
en door O en Q niet samenvallen. We laten zien dat het 2-tupel [P,Q] een
stelsel voortbrengenden is van E,: (P # 0, Q # 0)

y
/
/ !
/ /
/ I
/ f==~
P / /,// /X
_¥- /
//‘ / ///
m P / -
/Qi
L
X
7
0 /
/
1

Kies een willekeurig punt X e Ez. Trek rechten 1 en m door X, evenwij-
dig aan OP, resp. 0Q. 1 en m snijden 0Q, resp. OP in punten Q1, resp. PT'
Ga na dat, omdat Q1 op de rechte 0Q ligt, er een refel getal A bestaat
zodat Q1 = AQ. Evenzo is er een regel getal U met P1 = UP. Dan is
X = uP + AQ.

We hebben bewezen dat er voor ieder punt X e E, getallen U, A € R te
vinden zijn, zodat X = AP + UQ. Dit wil zeggen dat [P,Q] een stelsel voort-
brengenden is van E2‘
Ga ook na, dat, als we P en Q zo kiezen dat de rechten door 0,P en door

0,Q samenvallen, [P,Q] niet een stelsel voortbrengenden is van E,.

II.2.7 Merk op dat, als V een F-vectorruimte is, en [a1,..., am] is een
stelsel voortbrengenden van V, bij een vector v e V best twee verschillende

stellen getallen 11,..., Xm en Hy,eees W uit F kunnen bestaan zodat:
A1a1 + ...+ Amam =V S et + upa .

Bijvoorbeeld:

II.2.8 Voorbeeld: Beschouw het L-tupel
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1 0 0 2
ffoj,{1},{o0},{o}fd
0 0 1 1

uit R,. Ga na dat dit een stelsel voortbrengenden is van R3. Kies

3
A, = Az = A3 =1, Xh =0, ¥y = -1, U, =1, Uy =0, ¥ = 1. Dan geldt:

1 2 3
1 0 0 2 1
A10 +A21+>\3o +)‘h0=1=
0, 0 1 1 1
1 0 0 2
= H,l0 +u21+u30 + 1| 0
0 0 1 1

II1.2.9 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is [a . am] een stelsel

1o
voortbrengenden van V, dan is voor iedere m-permutatie O

ook het n-tupel [a0(1),..., ac(n)], dat uit [a1,..., am]
ontstaat door toepassing van O, een stelsel voortbrengenden

van V.

Bewijs: Kies een willekeurige vector v € V en bij v een stel getallen

X1,..., Xm uit F zodat

Anders geschreven:
v = Z Aiai‘
ie{1,...,m}

Omdat O een m-permutatie is, komen de getallen 1,...,m precies &én keer voor
onder de getallen o{1),..., o{m), zodat {1,..., m} = {g(1),..., o{m)}. Dus

kunnen we ook schrijven:

jelo(1),.r . ,0(m)y 9 9

oftewel:
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Y Aa(n%(1) * e Ag(w) o (m) - )

We zien dus dat er voor iedere vector v € V getallen X0(1),..., Ao(m)

uit F bestaan zodat (*) geldt. Hiermee is de opmerking bewezen. [

De voorgaande opmerking leert ons dat als V een F-vectorruimte is met
een stelsel voortbrengenden [51,..., am],en [b1,..., bm] is een m-tupel uit
V dat we uit [a1,..., am] verkrijgen door de elementen in een andere volg-
orde te plaatsen, ook [b1,..., bm] een stelsel voortbrengenden is van V.

Met andere woorden: of een m-tupel [a1,..., am] uit een F-vectorruimte
een stelsel voortbrengenden is, hangt niet af van de volgorde der optredende

elementen in dat m-tupel.
IT.2.10 Notatie: Is [a1,..., am] een m-tupel, dan geven we met
[31,..., éi,..., am]

aan het (m - 1)-tupel, dat we verkrijgen door uit [a1,..., am] het element

ai weg te laten.
II.2.11 Voorbeeld: [3,&,8,6,1,2,2,h,3] = [3,&,8,6,1,2,&,3].
II1.2.12 Definitie: Zij V een F-vectorruimte. Een stelsel voortbrengenden
[a1,..., an] van V heet een basis van V als
a, ZO0yeun, & # 0 en als voor geen enkele i e {1,..., n}
het (n - 1)-tupel
[a1,..., ai,..., an]
uit V een stelsel voortbrengenden is van V.
II.2.13 Voorbeeld: Het L-tupel

£(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)]

uitiﬁz is een basis van'Ri. Allereerst laten we zien dat dit L-tupel een

* . . . .
stelsel voortbrengenden is van Bh' Kies hiertoe een willekeurige vector
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(0!.1 ,0.2,003,0Lu) € ]R:. Dan is

(a1,a2,a3,ah) = a1(1,0,0,0) + a2(0,1,0,0) + a,(0,0,1,0) +

5
+ ,(0,0,0,1).

Hiermee zien we dat het gegeven lU-tupel een stelsel voortbrengenden is van
* .. . * . .
]Rh' Om te bewljzen dat het een basis van Rh is, moeten we laten zien dat

geen der 3-tupels

{(o,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)1,
£(1,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)1,
£(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)] en
£(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)]

een stelsel voortbrengenden is van R:. We volstaan hier met te tonen dat het
eerste 3-tupei geen stelsel voortbrengenden van ]Rz is (de lezer ga de andere
gevallen nal).

We moeten hiertoe laten zien dat niet voor elke vector v € RE er getal-

A, in R te vinden zijn zodat

len >\1, >‘2’ 3

v = A1(o,1,o,o,o) + x2(0,0,1,o) + 2,(0,0,0,1). (*)

3
Het is dus voldoende een vector v € IRZ aan te geven waarbij geen getallen
)\1, )\2, )\3 € R bestaan die voldoen aan (*). Welnu, kies de vector (1,0,0,0).
Stel, er bestaan wel getallen }\1 , )\2, >\3 € R zodat

(1,0,0,0)

A1(o,1,0,0) + >\2(o,o,1,o) + >\3(o,o,o,1) =

= (0,0, 5h505).

3

Dit zou inhouden:

-
[}

o O O
[}

> > > O
n
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en dit ken ten duidelijkste niet. Dus is het 3-tupel
t(o,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)] geen stelsel voortbrengenden van<R:.

II.2.14 Voorbeeld: Beschouw in E2 twee punten P,Q, beide ongelijk aan de
oorsprong O van het gekozen cartesisch assenstelsel, terwijl bovendien de

rechten door O en P en door O en Q niet samenvallen.

In II.2.6 hebben we gezien dat het 2-tupel [P,Q] een stelsel voortbrengenden
is voorIEz. Nu is het 1-tupel [P] uit E2 geen stelsel voortbrengenden van
E2, want ware dit wel zo, dan zou er bij elk punt X € E2 een reéel getal A
bestaan zodat X = AP. Dat zou betekenen dat elk punt X op de rechte OP
gelegen zou zijn, tegenspraak! Dus, omdat men analoog inziet dat ook [Q]

geen stelsel voortbrengenden is van EQ’ is [P,Q] een basis voor Ee.

IT.2.15 Definitie: Zij V een F-vectorruimte enzij [a1,..., am] een m-tupel

uit V. Een vector v € V heet een lineaire combinatie van

[aT,..., am] als er getallen K1,..., Am in F bestaan zo-

dat

v=2XAa, + ... +Aa.
1™ mm

II.2.16 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is Lagse.ns a 1 een stelsel

voortbrengenden van V, dan is elke vector uit V een

lineaire combinatie van [a1,..., am].

IT.2.17 Voorbeeld: Beschouw het 2-tupel
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3], of (%)
-2
uit B3. Dan is wegens
-1 1 _1
6]=2(3]+3 0
-6 0 =2
de vector
-1
6 e'R3
-6

een lineaire combinatie van (*).

I1.2.18 Definitie: Zij V een F-vectorruimte en zij [a1,..., am] een m-tupel

uit V. Dit m-tupel heet een lineair onafhankelijk stelsel

van V als voor ieder m-tupel [A.,..., A ] uit F geldt:
—_— 1 m
A1a1 +...+Xxa =0

dan en slechts dan als

I1.2.19 Voorbeeld: Het 3-tupel

£(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)1

uit B; is een lineair onafhankelijk stelsel van.Rg,want als X1, Xz, XB

drie reéle getallen zijn zodat

(A1,x2,x3) = A1(1,o,o) + A2(0,1,o) + x3(0,o,1) = (0,0,0)»

dan is dit dan en slechts dan het geval als K1 = Ae = l3 = 0.
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IT.2.20 Voorbeeld: Het 3-tupel

1 0 2
Q1)/s(1),(13p
0 1 1

uit R3 is geen lineair onafhankelijk stelsel omdat, als we kiezen A1 =2,
A, =1 en X3 = -1 geldt:

2
1 0 2 ¢}
A11+>\21+)\33=0
0 1 1 0

terwijl niet geldt: Ay = Az = A3 =0 .

II.2.21 Opmerking: Is [a1,..., am] een lineair onafhankelijk stelsel van een

F-vectorruimte V, dan is geen der vectoren Byseees 8 uit

V de nul-vector.

Bewijs: Stel i € {1,..., m} zodat a, = 0. Kies getallen A1,..., Am uit F als
volgt

0 als j#A1i (j e {1,..., m}),
1.

,_/L.\
> >
[
[} L[}

i

Dan is voor j € {1,..., m} met j # i Ajaj = O'aj = 0, terwijl ook geldt:
Xiai = 1+0 = 0. Dus geldt voor elke j € {1,..., m}: Ajaj = 0. Dus is:

A1a1 + A2a2 + ...+ Amam =0

terwijl Xi =14# 0.
Dit is in tegensprask met de lineaire onafhankelijkheid van het stelsel

[a1,..., am]. Dus kan geen enkele a; de nul-vector zijn. []

II.2.22 Opmerking: Is [a1,..., aml een lineair onafhankelijk stelsel van een

F-vectorruimte V en is 0 een m-permutatie, dan is ook het

m-tupel [a0(1),..., ac(m)]’ dat we uit [a1,..., am] ver-—
krijgen door toepassen van O, een lineair onafhankeli jk
stelsel.
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Bewijs: Kies getallen 11,..., Am in F zodat

)\18-0(8.)"'..-"‘)\8. = 0.

m o(m)

Anders geschreven:
z A.a .y =
ie{1,. . ,my + o(1)

Nu is O een m-permutatie, dus ook 0-1 is een m-permutatie, zodat
-1 -1 .
{1,..., m} = {c” (1),...,0 (m)}. We kunnen in plaats van (*) dus ook

schrijven:

)\- . = O
jelo™ 1 (1),5 v e 0 (m)} 3%(3)

of, wat hetzelfde is:

A -1 a + ...+ A -1 & 4
o (1) ofa” (1)) 6" (m) o(c” (m))

Nu is 0(0_1(j)) =3 (j=1,..., m) zodat we hebben:
A a, + ... + A 1, &p = 0.

o (m)

Omdat [a1,..., am] een lineair onafhankelijk stelsel is van V volgt hieruit:
Ay o=A_ ==X =0 (%)
o (1) o~ '(2) o~ (m)

Kies nu i € {1,..., m} willekeurig. o1 is een m-permutatie, zodat i voor-
- -1 -1,. . .
komt onder de getallen O 1(1),..., 6 (m). Zeg, O 1(J) = i. Dan volgt uit

(%x):

Dus is elk der getallen X1,..., Am = 0. Hiermee is de opmerking bewezen. [

De voorgaande opmerking zegt dat het lineair onafhankelijk zijn van een
m-tupel [a1,..., am] uit een F-vectorruimte V niet afhangt van de volgorde

waarin de elementen Byseees B in dat m-tupel voorkomen.
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II.2.23 Opmerking: Is [a1,..., amJ een m-tupel uit een F-vectorruimte V en

komen onder de vectoren Bseees B twee gelijke voor, dan

is [a1,..., am] geen lineair onafhankelijk stelsel van V.

Bewijs: Volgens II.2.22 mogen we - door eventueel de volgorde der elementen
in [a1,..., am] te veranderen - aannemen dat a; = a,. Kies nu de volgende
getallen A1,..., Am uit F:

Dan zijn niet al deze getallen 0 terwijl toch

A1a1 + Azae + A3a3 + ...+ Amam =a, -a, + O?a3 * ...+ 0%a =
=a, - N +0+ ... +0 = a, - a, = 0
(wegens a, = a2). Dit bewijst de opmerking. O

II.2.24 Opmerking: Als i € {1,..., m} en [a1,..., am] is een lineair onaf-

hankelijk stelsel van een F-vectorruimte V, dan is ook
het (m - 1)-tupel

~

[a1,..., 8 s, am]

een lineair onafhankelijk stelsel van V.

Bewijs: Kies m - 1 getallen A1,..., Xi_1, Ai+1""’ Am uit F zodat

Aa, + ... + Ai—1ai-1 + Ai+1ai+1 + ... Amam = 0. (%)

We moeten laten zien dat hieruit volgt dat al deze m - 1 getallen = 0 zijn.

Welnu, als Ai = 0, dan is

Aa, + ...+ A + Aia. + AL + ...+ Aa =

i-18%i1 i i+1%i+1 P

. . ca. + A. . =
X1-131-1 *0 al A1+131+1 + Xmam

Ai-1ai—1 + 0 + Ai+1ai+1 + ...+ Amam =0
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(volgens (*)). Omdat [a1,..., am] een lineair onafhankelijk stelsel is volgt

hieruit: X1 = ... = Am = 0. Dus zijn in het bijzonder de m - 1 getallen

11,..., Ai—1’ Xi+1""’ Ap gelijk nul. O

II.2.25 Terminologie: Als V een F-vectorruimte is, dan heet een m-tupel
[a1,..., am] uit V dat niet een lineair onafhankelijk
stelsel is van V een lineair afhankelijk stelsel van

V.

II.2.26 Propositie: Is [a1,..., an] een basis van een F-vectorruimte V, dan

is [a1,..., an] een lineair onafhankelijk stelsel van V.
Bewijs: Kies getallen X1,..., kn uit F zodat geldt:
Xa, + ... +Xa =0, (%)

Stel nu dat er een index i € {1,..., n} te vinden is met A # 0. Uit (%)
volgt:

Aiai = —()\19.1 + ...+ A + ...+ Ana ).

1212501+ Aaq®ia n

Omdat Ai # 0 kunnen we door Ai delen:

T (ra, ..o+ A + ...+ Aa)
i nn

11251 T Ma®i

of, als we noteren: uj = —Ai Ao (jJ=1,00., i1, i+1,..., n):

a. =u1a1 + ... + u._1ai_1 + U

+ ... + . *%
1 1 unan ( )

1+181+1

We zien dus dat a; een lineaire combinatie is van [a1,..., ai,...., an]. We
laten nu zien dat hierdoor dit laatste (n - 1)-tupel een stelsel voort-
brengenden is van V. Kies hiertoe een willekeurige vector v e V. Omdat
[a1,..., an] een basis is van V, dus een stelsel voortbrengenden van V, zijn

er getallen 81,..., Sn uit F zodat
v = B1a1 + ...+ Biai + ...+ Bnan.

Met (**) volgt hieruit, na enige herleiding:



= (B, + B.u)a, + (B, +Biu)a, + ...+ (B,

1i-1 i i—1) i-1

+ NTR . e . .
(Bipq *+ BiMipqlag g ¥ * (B + 81 )a,
Met andere woorden: elke willekeurige vector v € V is een lineaire combinatie
van het (n - 1)-tupel

~

[a1,..., Birenns an].

Dit is echter in strijd met het gegeven dat [a1,..., an] een basis is van V
(ef. II.2.12).

We hebben nu laten zien dat de veronderstelling, dat er een
ie {1,..., n} bestaat met Ai # 0, leidt tot een tegenspraak. Dus is bewezen
dat uit (%) volgt: l1 = 12 = ... = An = 0, hetgeen de propositie bewijst. []

II.2.27 Propositie: Zij V een F-vectorruimte. Een stelsel voortbrengenden

[a1,..., an] van V dat tevens een lineair onafhankeli jk

stelsel is van V, is een basis van V.

Bewijs: Omdat [31,..., an] een lineair onafhankelijk stelsel is, is volgens
II.2.21 geen der vectoren Biseens a, de nul-vector. Stel nu dat er een

i e {1,..., n} te vinden is, zodat het (n - 1)-tupel [a ,...,al,..., a, ]
een stelsel voortbrengenden is van V. Dan is elke vector uit V een llnealre
combinatie van dit (n - 1)-tupel. In het bijzonder ook de vector ai, zodat

er getallen k1,..., Ai-1’ Ai+1""’ An te vinden zijn met:

a. = \a, + ... + Ai-1ai-1 + Ai+1ai+1 + ...+ Anan'

Als we noteren Ai = -1, volgt hieruit:

A1a1 + ...+ Ai-1ai—1 + A, 58 * Xl+1 spp P ¥ Anan =0,
Dus hebben we n getallen A1,..., A uit F, niet alle nul (want X = -1 # 0)
zodat A,a, + ... + A a =0, in tegenspraak met het gegeven dat [a 1reees 8y ]

171
een lineair onafhankelle stelsel van V is. Dus leidt de veronderstelllng

dat er een i € {1,..., n} bestaat zodat [a1,..., ai,..., an] een stelsel

voortbrengenden van V is, tot een tegenspraak. D.w.z. voor elke

ie {1,..., n} is Cagseees ai,..., an] geen stelsel voortbrengenden van V,
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terwijl geen der ai's de nul-vector is. Met andere woorden, [a1,..., an] is

een basis van V. Hiermee is de propositie bewezen. []

II.2.28 Stelling: Een n-tupel [a1,..., an] uit een F-vectorruimte V is een

basis van V dan en slechts dan als dit n-tupel zowel een

stelsel voortbrengenden van V is als een lineair onafhan-
kelijk stelsel van V.

Bewijs: De stelling volgt direkt uit II.2.26 en II.2.27.[]
II.2.29 Voorbeeld: Het L-tupel

1 1 1 1

0

of *lof {11
0

uit.Rh is een basis van'Rh. Om dit te controleren laten we -gebruik makend

van 1I.2.28~ zien dat dit U-tupel een stelsel voortbrengenden is van“Rh en

tevens een lineair onafhankelijk stelsel van Fﬂ’ Kies een willekeurige

vector:
&4
a
3.2 € Rh.
3
&y
Wegens
8, 1 1 1 1
a2 0 1 1 1
ay|” Mo Ao * A1 My
), 0 0 0 1
met A1 =8, -8, AE =8, - ag, XB =a3 -8, kh = a) zien we dat deze

willekeurig gekozen vector vmmRheen lineaire combinatie is van het L-tupel
(x). Dus is iedere vector venR,) een lineaire combinatie van (*), zodat het

h-tupel (*) een stelsel voortbrengenden is van Rh'
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Nu nog de lineaire onafhankelijkheid van het stelsel (%) controleren.

Kies getallen u1,u2,u3,uh € R zodat

u1+u2+u3+uh 1 1 1 1 0
U+ +HU 0 1 1 1 0
277377L | _
Mg+, R I L Y R I M Slo
uh 0 0 1 0
Dan moet dus gelden:
Hy + Hy + u3 + My, = 0
U2+U3+Uh=o
u3+uh=0
Uh=0

en het is direkt duidelijk dat dit stelsel vergelijkingen als enige oplos-
sing heeft: My = U, = My =y = 0. Dus is het L-tupel (*) ook een lineair

onafhankelijk stelsel van Rh‘

IT.2.30 Opmerking: Is [31,..., an] een basis van een F-vectorruimte V en is

0 een n-permutatie, dan is ook het n-tupel

[a0(1),... ac(n)] uit V, verkregen door toepassing van O

op [a1,..., an], een basis van V.

Bewijs: Volgens II.2.28 is [a1,..., an] een lineair onafhankelijk stelsel

voortbrengenden van V. Volgens II.2.22 is [a ao(n)] een lineair

o(1)° "
onafhankelijk stelsel van V en volgens II.2.9 is dit laatste n-tupel ook een
stelsel voortbrengenden van V. Dus is [a0(1),..., ab(n)] volgens II.2.28 een

basis van V. [0

De voorgaande opmerking zegt dat het al dan niet een basis zijn voor V
van het n-tupel [a1,..., anJ onafhankelijk is van de keuze der volgorde van

de elementen uit dit n-tupel.

II.2.31 Lemma: Is [a1,..., anj een basis van een F-vectorruimte V en is

b # 0 een vector uit V, terwijl A1,..., An getallen zijn uit

F zodat
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b = X1a1 + oo, + Anan’

dan is voor iedere i € {1,..., n} waarvoor geldt: A; # 0 het
n-tupel

lays..., ai,..., a s bl (%)

een basis van V.

Bewijs: Volgens II.2.28 moeten we bewijzen dat het n-tupel (*) een lineair
onafhankelijk stelsel is van V en tevens een stelsel voortbrengenden van V.

Neem aan dat voor de n getallen Hyseees ui_1, u .s un, M uit F geldt:

i+

Hagg *oeee Ty g8 W

i <o *Ha b= 0 (*%)

P41 ¥
We moeten laten zien dat hieruit volgt, dat deze n getallen alle nul zijn.

Als u = 0, dan volgt:

O FUL TR ) P T LTI TSN 0. (%xx)

Nu is [a ,..., an] een lineair onafhankelijk stelsel van V, zodat uit (%)

i-1 7 i
Indien W # 0, substitueer dan in (**) de gegeven uitdrukking voor b,

volgt: u1 = ... = U = il = un =0, als 4 = 0.

namelijk
b = A1a1 L Ana .

Dit geeft:

(b, + e, + ...+ (uy_y +Hx_Ja; | +1ha, +

+ (ui+1 u}\i+1)ai+1 + ...+ (un + ukn)a = 0.
Noteer:

sj = U + uAj (j e {1,..., i=1, i+1,..., n})
en

B. = uA..

1 1
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Dan hebben we:

1% nn

Omdat [aT,..., an] een lineair onafhankelijk stelsel is van V, volgt hieruit:
B1 = ... = Bn = 0. Echter, Bi = uki # 0; tegenspraak. Dus leidt de veronder—
stelling W # O tot een tegenspraak, zodat U = 0, en daarmee, zoals we al

i-1 " Misq
Hiermee hebben we aangetoond dat het n-tupel (%) lineair onafhankelijk is.

gezien hebben: = .. =1 = .= u = 0.

Nu bewijzen we nog dat dit n-tupel (*) een stelsel voortbrengenden is
van V. Kies hiertoe een willekeurige vector v ¢ V. Omdat [a1,..., an] een

basis is van V zijn er getallen Yiseees Y, € F, zodat
V=Yt .ty a.

Nu volgt uit de gegeven uitdrukking voor b, dat —Aiai =Xa, + ..., +

11
+ Ai-1ai-1 + Xi+1ai+1 + ...+ Xa -b. Deling door -A (merk op dat A # 0)

geeft, als we noteren: Vj = -X£1Aj (5 ¢ {1,..., i-1, i+1,...,n}) en

Vv = XT1:
i

a. =v,a, + ... +V + ... +Va + Vb,
nn

1-1%i-1 F Vietie
Dus volgt:

VEY@Eg e Yigeg gt (Ve v, el 4

+ L + Vb) + Y.
) V8, b) + Y

T a. + ...
1+171+1 1+171+1 nn

= (v, + Yiv1)a1 + oo+ (Y.

+
5.1 TY Vs )a. +

1 1-1""1-1

MR T L R AL R AL



116

We zien dus dat iedere willekeurig gekozen vector v uit V een lineaire combi-
natie is van [a1,..‘, ﬁi,..., a s bl, zodat dit n-tupel een stelsel voort-
brengenden is van V.

Hiermee is het lemma bewezen. []

IT.2.32 Propositie: Zij V een F-vectorruimte met een basis [a1,..., an].

Dan is ieder lineair onafhankelijk stelsel [b1,..., bm]

met m < n met n - m vectoren ai seeny ai uit de basis
1 n-m
[31,..., an] aan te vullen tot een basis

[b1,..., b, 8 seees 8 ]

1

m
1 n-m

van V.

Bewijs: (Met volledige inductie naar m.)

(i) Stel m = 1. Beschouw een 1-tupel [b1] uit V dat een lineair onafhanke-
lijk stelsel is van V. Volgens II.2.21 is dan b, # 0. Omdat Cajseees an]
een stelsel voortbrengenden van V is kunnen we getallen A1,..., An uit F
kiezen zodat b, = A, a, + ... + Anan. Omdat b, #0,is er minstens €én index

1 11

ie {1,..., n} zodat Ai # 0. Dan is volgens II.2.31 ase.ns Biseees B, b,]

vees 8.,..., a_] een basis van V.
10 > 8 s n] b an

Dus in het geval m = 1 is de propositie bewezen.

en daarmee volgens II.2.30 ook [b1, a

(ii) Stel nu dat voor m = k (< n-1) het lemma bewezen is. D.w.z., ieder
k~tupel [b1,..., bk] dat een lineair onafhankelijk stelsel is van V is met

n - k vectoren uit [a1,..., an] aan te vullen tot een basis van V. We moeten
nu laten zien dat de propositie dan ook geldt in het geval m =k + 1 (< n).

Kies hiertoe een lineair onafhankelijk stelsel [b1,..., bk+1] van V.

Volgens II.2.24k is dan ook het n-tupel [b1,..., bk] een lineair onafhanke-
1lijk stelsel van V. We hebben volgens de inductie-aanname dan n - k vectoren

ai1,..., ain_k uit [a1,..., an] zodat het n-tupel

1

[(b,seees b, 8 0., a. ] (*)
! k' ek

een basis is van V. Omdat [b1,..., b, ,,] een lineair onafhankelijk stelsel

k+1
is van V, is volgens II.2.21 by # 0. Omdat (*) als basis van V een stelsel

voortbrengenden is van V zijn er getallen A ,..., A_ € F zodat
1 n

by =Abt + D ¥ )\k+1a.i1 o+ xnain_k (%x)
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Veronderstel nu dat Ak+1 = ... = An = 0. Dit zou betekenen:

+ ... + A Db

Pyyq = A4b Kk *

k+1 1

Ga na dat dit in strijd is met de lineaire onafhankelijkheid van het (k + 1)-
tupel [b1,..., bk+1]' Dus 1is er onder de getallen Ak+1""’ An minstens één

die niet nul is, zeg Ak+j' Uit (*x) en lemma II.2.31 volgt dan dat

8. 50003 B. 5.e0., 4. b ]
k° 11’ R W > 71 > Tk+1

J n-k

[b1,..., b

een basis is voor V. Volgens II.2.30 is dan ook

[b1,..., bk+1’ ai1,..., ﬁij,..., ain k] (%xx)

een basis van V. Dus kunnen we elk (k + 1)-tupel [b1,..., bk+1] dat een
lineair onafhankelijk stelsel is van V met n - k — 1 vectoren uit
[al,---, an] aanvullen tot de basis (***) van V. Hiermee is de propositie

bewezen. [J

IT.2.33 Beschouw een verzameling V die bestaast uit é8n element: V = {VO}.

Op V kunnen we de binaire operatiem : VI V + V kiezen die aan het (enige)
element (vo,vo) van VI V toevoegt het beeld m(vo,vo) = v, Door de defini-
ties II.1.5 formeel te controleren ziet men dat (V,m) een abelse groep is.
Definieer vervolgens de operatie 0 : F I V -+ V van F op V door aan ieder
element Q,vo) e FII V toe te voegen het beeld c(k,vo) = V4. De lezer contro-
lere dat 0 een F-scalaire vermenigvuldiging is, zodat V een uit &&n vector
bestaande vectorruimte is. Deze enige vector vy € V is dan noodzakelijker-
wijs de nul-vector.

Het zal duidelijk zijn dat [vOJ een stelsel voortbrengenden is van V,
maar, omdat vy = 0, volgens II.2.21 geen lineair onafhankelijk stelsel van
V, dus ook geen basis van V is.

Om redenen van consistentie in de terminologie zullen we zeggen dat de
lege verzameling of "het O-tupel uit V" de enige basis is van V,als V een

F-vectorruimte is die slechts de nul-vector als element bevat.

II.2.34 Opmerking: Elke F-vectorruimte V heeft een basis.

Bewijs: Als V uitsluitend uit de nul-vector bestaat, dan is er per afspraak
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een basis voor V (cf. II.2.33). Stel nu dat V meer dan één vector bevat.
Volgens II.1.29 bestaat er een eindig aantal vectoren 815e005 & Van V zodat
het m-tupel [a1,..., am] een stelsel voortbrengenden is van V. Dus V heeft
stelsels voortbrengenden. Kies zo'n stelsel voortbrengenden [b1,..., bn] van
V met een minimaal aantal vectoren n.

Merk allereerst op dat er geen j € {1,..., n} bestaat met bj = 0 (Anders
zou ook [b1,..., 3j,..., bn] een stelsel voortbrengenden van V zijn, bestaan-
de uit minder dan n elementen, in tegenspraak met de minimaliteit van n.

(ga na!).) Omdat voor iedere i e¢ {1,..., n} [bysenns Bi,..., b ] een
(n - 1)-tupel is, en dus - weer wegens de minimaliteit van n - geen stelsel

voortbrengenden van V is, is volgens II.2.12 [b1,..., bn] een basis van V. [

II.2.35 Stelling: Bij iedere F-vectorruimte V bestaat er een niet-negatief

geheel getal n zodat iedere basis van V uit n vectoren

bestaat (d.i., een n-tupel is uit V).

Bewijs: Bestaat V uit alleen de nul-vector, dan is de stelling volgens
IT.2.33 triviaal. Neem nu aan dat V uit meer dan é&n vector bestaat. Kies
twee bases [31,..., an] en [b1,..., bm] van V. We moeten dan bewijzen dat
m = n.

Stel m # n, zeg: m < n. Omdat [b1,..., bm] een basis is van V, en dus
een lineair onafhankelijk stelsel, kunnen we volgens I1.2.32 n - m vectoren
85 seees 8 uit [al,..., anJ kiezen zodat het n-tupel

1
1 n-m

[b1,..., bm’ 8 seees 8y ]
1 n-m

een basis is voor V. Maar dan is het (n - 1)-tupel
[b1,..., bm, 8, seees a. ]

geen stelsel voortbrengenden van V (cf. II.2.12), dus zeker het deelstelsel
[b1,..., bm] niet, in tegenspraak met het gegeven dat [b1,..., bm] een basis
is van V. Dus leidt de veronderstelling m < n tot een tegensprask.

Door de rol van de bases [a1,..., anJ en [b1,..., bm] in bovenstaande
redenering te verwisselen laat men zien dat ook de veronderstelling n <m

tot een tegensprask leidt. Dus is m = n, zodat de stelling bewezen is. []

Voorgaande stelling rechtvaardigt de volgende definitie.
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IT.2.36 Definitie: Als V een F-vectorruimte is en elke basis van V heeft n

elementen, dan heet n de dimensie van V, genoteerd met
dimF(V) .

I1.2.37 Voorbeeld: Is V een F-vectorruimte met slechts &&n element, dan is
dlmF(V) = 0. Uit II.2.29 volft: dlmR(]Rh) = b; uit II.2.14 volgt: dlniR(Ez) =2
en volgens II.2.13 is d‘imB(Rh) = L,

11.2.38 Opmerking: dimp(R ) = digR(R;) = dimg(€ ) = dimC(C;) =n.
Bewijs: Omdat

l:{n = Mn,1(R) ;Rn = M1,n(R) 5 cn =M

is het voldoende om te laten zien dat geldt:
dlmF(Mk’l(JF)) =k*1. (%)

Noteer hiertoe - net als in II.1.31 - voor elke i e {1,..., k} en elke

Je {1,000, 1} E(i,j) voor de (k X 1)-matrix uit F waarvan elk element O is,
behalve het element op de i€ rij en de je kolom. Dat element is 1. In
I1.7.31 hebben we gezien dat het k°l-tupel, gevormd door deze E(i,j)'s in
een of andere volgorde, een stelsel voortbrengenden is van Mk,l(F)' We laten

zien dat dit k°l-tupel ook een lineair onafhankelijk stelsel is van M. _(F).

k,1
Kies hiertoe k°*1 getallen Aij (i=1,000yk 33=1,000, 1) Wit F

zodat

i

A.. E(i,3) = 0.
i=1 j=1
Nu is,voor elk paar i,j, XijE(i,,j) de (k x 1)-matrix uit F waarvan alle ele-
menten Aij-o = 0 zijn, behalve het element op de i€ rij en de je kolom. Dit
element is Aijq = )\ij' Tellen we nu al deze matrices )\ijE(i,j) op, dan

krijgen we de matrix
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App el A 0 ... 0
k1 1 11
7T A (i) = [ o= oo
151 =1 ij . . . .

Mg eee Mg 0 ... 0

Hieruit volgt onmiddellijk dat alle getallen Aij nul zijn. Dus is de line-
aire onafhankelijkheid van het bovengenoemde k-l-tupel der E(i,j)'s bewezen.

Derhalve vormt dit k°l-tupel een basis van M (F), zodat (*), en daar-

|
k,1
mee de opmerking, bewezen is. []

II.2.39 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met dimensie n, dan is ieder

lineair onafhankelijk stelsel [b1,..., bn] met n vectoren

een basis van V.

Bewijs: Kies een basis [a1,..., an] van V. (Volgens II.2.34 is er minstens
één.) Volgens II.2.32 is het lineair onafhankelijk stelsel [b1,..., bn] met
n -n =0 vectoren uit [a1,..., an] aan te vullen tot een basis van V, met

andere woorden: [b1,..., bn] is zelf een basis van V. [J

II.2.40 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met dimensie n, dan geldt voor

ieder lineair onafhankelijk stelsel van V dat dat stelsel

uit maximaal n vectoren bestaat.

Bewijs: Zij [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel van V met m > n.
Door successievelijk de laatste m - n - 1 vectoren uit dit stelsel weg te
laten, verkrijgen we volgens II.2.24 een lineair onafhankelijk stelsel
[Bseees By,
lineair onafhankelijk stelsel is van V, is dit volgens II.2.39 een basis

] van V., Omdat - weer volgens II.2.2L4 - ook [b1,..., bn] een

van V. Dat houdt in: [b1,..., bn] is een stelsel voortbrengenden van V,
zodat iedere vector v € V, en in het bijzonder bn+1, een lineaire combinatie

is van [b1,..., bn]. Dus is

bn+1 = )\11)1 + ...+ ADb

voor zekere getallen A,,..., A_ van F, en dit is in tegenspraak met de line-
1 n

n+1]'
Dus leidt de veronderstelling m > n tot een tegensprask, zodat m < n is.

aire onafhankelijkheid van [b1,..., b

Dit bewijst de opmerking. [



121

§II.3 Lineaire deelruimten

IT.3.1 Definitie: Zij V een F-lineaire ruimte (cf. II.1.20) en zij W een

deelverzameling van V. W heet een lineaire deelruimte van V

als voldaan is aan de volgende voorwaarden:

(i) Voor elke VsV, € W is ook W, *+ W, een element van W,
(ii) Voor elke w € W en elke A € F is Aw bevat in W.

(iii) w # ¢.
II.3.2 De voorwaarde (i) uit II.3.1 garandeert dat we een binaire operatie
m: WIW->W

2) =W, b, Voorwaarde (ii) uit

II.3.1 garandeert het bestaan van de operatie

op W hebben, gedefinieerd door m(w1,w

o :FIIW->W
van F op W, die gedefinieerd wordt door: o(A,w) = Aw. We zullen nu laten
zien dat (W,m) een abelse groep is en O een F-scalaire vermenigvuldiging op

deze abelse groep, zodat W een F-lineaire ruimte is.

II1.3.3 Opmerking: Is W een lineaire deelruimte van een F-lineaire ruimte V,

dan is ook W een F-lineaire ruimte.

Bewijs: Allereerst laten we zien dat (W,m), met m gedefinieerd zoals in
II.3.2, een abelse groep is. Hiertoe controleren we de eigenschappen (i),

(ii), (iii) en (iv) uit II.1.5:

ad (i): Omdat W # ¢ (cf. II.3.1 (iii)) kunnen we een element w ¢ W kiezen.
Omdat -1 € F, is volgens II.3.1 (ii) =w = (-1)v een element van W, dus vol-
gens II.3.1 (i) ook de som van w en =w: w — w = 0. Dus O € W. Kies nu een
willekeurig element w' € W. Dan geldt: m(O,w') = 0 + w' = w' zodat II.1.5 (i)

geverifieerd is.

5 2)=w1+w2=w2

(1et wel: W Wy =W, bWy geldt, omdat V een F-lineaire ruimte is!).

ad (ii): Kies VoW, € W. Dan is m(w1,w tw, = m(w2,w1)
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ad (iii): In ad (i) hebben we al gezien dat met iedere vector w € W ook de
vector W = -w in W bevat is. Er geldt: m(w,w*) =w+w =w-w=0 zodat

ook II.1.5 (iii) geldt.

ad (iv): Kies WaWosW €W. Da.n.is m(m(w‘1 ,wz),w3) = m(w1+w2,w3) =

3
3=V (w2+w3) = m(w1,w2+w3) = m(w1 ,m(wg,WS)).
(Ock hier geldt (w1+w2) + W

(w1+w2) + W
= + + i .
3=V, (w2 w3) in V.)
We zien dus dat (W,m) een abelse groep is. Nu controleren we de eigen-
schappen (i), (ii), (iii), (iv) uit II.1.15 voor de in II.3.2 gedefinieerde
operatie 0 van F op W om te bewijzen dat 0 een F-scalaire vermenigvuldiging

is.

ad (i): Kies VsV, € Wen A e V. Omdat in V geldt: )\(w1+w2) = )\w1 + )\w2

vinden we: 0(X,w1+w ) = )\(w1+w ) = >\w1 + )\w2 = O(A,w1) + 0(l,w2).

2 2
(Merk hierbij op dat O(A,w1) + c(k,w2) de som van O(X,w1) en G(A,we) is
onder de optelling m in de abelse groep (W,m). Omdat deze optelling voor wat
betreft de elementen van W (die ook elementen van V zijn) samenvalt met de

optelling in V, geeft dit geen verwarring).

ad (ii): Kies w € Wen A,U € F. Omdat in V geldt: (A+u)w = Aw + uw volgt:
o(A+u,w) = (Au)w = Aw + uw = o(A,w) + o(u,w).

ad(iii): Kies w € Wen A,l € F. In V geldt: (Ap)w = A(uw), zodat o(Au,w) =
= (A)w = AMuw) = o(A,uw) = o(X,0(u,w)).

ad (iv): Kies w € W. In V geldt: 1°w = w zodat o(1,w) = 1w = w.

Hiermee is de opmerking bewezen. [
II.3.4 Merk op dat in de loop van het bewijs van de voorgaande opmerking is
vastgesteld dat, als W een lineaire deelruimte is van een F-lineaire ruimte

V, de nul-vector O van V bevat is in W en bovendien de nul-vector is van W.

II.3.5 Opmerking: Als V een F-lineaire ruimte is, dan is {0} een lineaire

deelruimte van V.

Bewijs: Ga na! J
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I1.3.6 Opmerking: Is (oy5..es b ] een lineair onafhankelijk stelsel van een

vectorruimte V en is v € V een vector die geen lineaire

combinatie is van [b1,..., bm], dan is ook [b1,..., b v]

een lineair onafhankelijk stelsel van V.

Bewijs: Kies getallen A1,..., Am’ A uit F zodat

Aby + el + A b, + Av = 0. ()

Als X # 0, dan volgt:
-1 -1
v=-2 Ab, - ... -2 " ADb
171 m m

zodat v een lineaire combinatie is van [b1,..., bm], tegenspraak! Dus A = 0.

Maar dan hebben we:

en, omdat [b1,..., bmJ een lineair onafhankelijk stelsel van V is, volgt:
11 = ,,. = Am = 0. We zien hiermee dat uit (*) volgt: A = l1 = ... = lm =0,
zodat [b.,..., b _, v] een lineair onafhankelijk stelsel is. []

1 m

IT.3.7 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, dan is elke lineaire deelruimte

W van V ook een F-vectorruimte.

Bewijs: In II.3.3 hebben we bewezen dat W een F-lineaire ruimte is. We moe—
ten nog laten zien dat er een eindig aantal vectoren b1,..., bm in W bestaan
zodat iedere vector w uit W een lineaire combinatie is van [bT""’ bm].

Is W = {0}, dan is W uiteraard een F-vectorruimte. Stel nu dat W meer
dan &&n vector bevat. Dan bestaan er lineair onafhankeli jke stelsels van V
waarvan alle vectoren bevat zijn in W (bijvoorbeeld, kies een vector w # 0
uit W, dan is [w] zo'n stelsel). Volgens II.2.L0 hebben al deze stelsels
hooguit n elementen als n de dimensie van V is.

Kies nu een lineair onafhankelijk stelsel [b1,..., bm] met m maximaal,
zodat b1,..., bm € W. Dan is, als w een willekeurige vector is uit W, w een
lineaire combinatie van dit m-tupel, omdat anders, volgens II.3.6,

[b1,..., bm,w] een lineair onafhankelijk stelsel uit V zou zijn, bestaande

uit m + 1 vectoren uit W, en dat kan niet wegens de maximaliteit van m.
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Dus elke vector w € W is een lineaire combinatie van [b1,..., bm] zodat

W een F-vectorruimte is. [J

II.3.8 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en W een lineaire deelruimte van

V. Dan is elk lineair onafhankelijk stelsel van W ook een

lineair onafhankelijk stelsel van V, en, omgekeerd, als

b1,..., bm vectoren uit W zijn zodat [b1,..., bm] een

lineair onafhankelijk stelsel is van V, dan is dit m-tupel
ook een lineair onafhankelijk stelsel van W.

Bewijs: Volgt direkt uit definitie II.2.18. Ga na! [J

IT.3.9 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is W een lineaire deelruimte

van V, dan is
diQF(W) < din(V).

Bewijs: Kies een lineair onafhankelijk stelsel [b1,..., bm] uit V, zodat
b1,..., bm € W en m maximaal is met deze eigenschap (cf. het bewijs van
ITI.3.7). In het bewijs van II.3.7 hebben we aangetoond dat dit stelsel de
vectorruimte W voortbrengt. Volgens II.3.8 is dit stelsel bovendien een
lineair onafhankelijk stelsel van W, en dus een basis van W. Dan is de
dimensie van W gelijk aan m. Omdat [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk
stelsel van V is, is volgens II.2.40 m kleiner dan of gelijk aan de dimensie

van V, zodat de opmerking volgt. [J

IT1.3.10 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en W een lineaire deelruimte

van V. Als b1,..., bm vectoren zijn uit W en X1,..., A

m
getallen uit F, dan is ook A1b1 + ... 0+ Ambm een vector

van W.

Bewijs: Ga na dat dit volgt door herhaald toepassen van de voorwaarden (i)
en (ii) uit definitie II.3.1. [

II.3.11 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is W een lineaire deelruimte

van V zodat

digF(W) = di@F(V)
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dan is W = V.

Bewijs: Omdat W, als lineaire deelruimte van V, uiteraard een deelverzame—
ling is van V behoeven we alleen aan te tonen dat V c W, oftewel dat iedere
vector v € V bevat is in W. Zij n de dimensie van V en van W. Kies een basis
[b1,..., bn] van W. Dan is [b1,..., bn] een lineair onafhankelijk stelsel
van W en volgens II.3.8 bijgevolg een lineair onafhankelijk stelsel van V,
bestaande uit n vectoren. Volgens II.2.39 is [b1,..., bn] dan een basis van
V, zodat er voor iedere vector v ¢ V getallen A1,..., An uit F bestaan met

v = A1b1 + ... 0+ Anbn. Volgens II.3.10 is dan iedere vector v uit V bevat in
W, zodat Vc Wen dus V=w. 0O

II.3.12 Opmerking: Is V een F-vectorruimte van dimensie n en is W een line-

aire deelruimte van V van dimensie m, dan is elke basis

[b1,..., bm] van W met n - m vectoren Bpqoc s & Uit v

uit te breiden tot een basis [b1,..., bm’ B4 an]

van V.

Bewijs: De basis [b1,..., bm] van W is, als lineair onafhankelijk stelsel
van W, een lineair onafhankelijk stelsel van V (c¢f. II.3.8). Kies een basis

[c1,..., cn] van V. Volgens II1.2.32 kunnen we dan n - m vectoren

a = C. .00, 8 = C.
m+1 i.° > "n i
1 n-m

uit [01,..., cn] kiezen zodat [b1,..., bos 8 qseees an] een basis is van V. [J

m mt

IT.3.13 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en [b1,..., bm] een m-tupel uit

V. Zij W de verzameling van alle lineaire combinaties van

[b1""’ bm]. Dan is W een lineaire deelruimte van V.

Bewijs: We verifiéren voor W de voorwaarden (i), (ii), (iii) van definitie
II1.3.1.

ad (i): We moeten santonen dat voor ieder tweetal vectoren wl,we uit W de som

Wity in W bevat is. Dit wil zeggen, als W, en w, twee lineaire combinaties

zijn van [b1,..., bm], dan is ook w, + W, een lineaire combinatie van

1
[b1,..., bm]. Welnu, als w, = X1b1 + ... 4+ mem en W, = Wb, + ...+ ubo,

1
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dan is Wyt = (A1 + u1)b1 + ...+ (Am + um)bm, dus ook een lineaire combi-

natie van [b1,..., bm].

ad (ii): Zij w e W, zeg: w = l1b1 + ...+ Ambm’ en A € F. Dan is
Aw = X(k1b1 + .00+ Ambm) = (M1)b1 + ...+ (Alm)bm, een lineaire combinatie

van [bT"'°’ bm], en derhalve een element van W.
ad (iii): W # ¢ want b, = 1°b1 + O'b2 + ...+ O-bm e W. O
II.3.14 Definitie: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een m-tupel

uit V, dan heet de lineaire deelruimte W van alle line-

aire combinaties van [b1,..., bm] de F-vectorruimte,

opgespannen door [b1,..., bm], of: de lineaire deelruimte

van V, opgespannen door [b1...., bm].

II.3.15 Definitie: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een m-tupel
uit V, dan heet de dimensie van de lineaire deelruimte
van V die opgespannen wordt door [bT""’ bm] de rang van
[b1,..., bm].

II.3.16 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een lineair

onafhankelijk stelsel van V, dan is [b1,..., bm] een basis

van de lineaire deelruimte W van V die opgespannen wordt

door [b1,..., bm] en is m de rang van Eb1,..., bm].

Bewijs: [b,,..., b_] is een lineair onafhankelijk stelsel van W. Bovendien
DEW1JS 1 - J

is - per definitie van W - elke vector w € W een lineaire combinatie van
[b1,..., bm], zodat dit m-tupel een basis is van W. Bijgevolg is m de dimen-

sie van W en derhalve de rang van [b1,..., bmJ. ]

II.3.17 Propositie: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een m-tupel

uit V van rang k, dan is k < m en er zijn k vectoren

b. 5...5 b, uit dit m-tupel, zodat [b. ,..., b. ] een
1 1k 14 1k

lineair onafhankelijk stelsel is van V, dat bovendien

een basis is voor de lineaire deelruimte van V, opge-

spannen door [b1,..., bm].
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Bewijs: Zij W de lineaire deelruimte van V, opgespannen door [b1,..., bm].
Dan is k de dimensie van W.

Is b1 = ... = bm =0, dan is W = {0} en k = 0 en is de propositie tri-
viaal. Neem nu aan dat er een i € {1,..., m} is met b # 0. Dan bestaan er

lineair onafhankelijke stelsels van W (bijvoorbeeld: het 1-tupel [bi]). Kies

nu een maximaal getal 1 zodat er 1 vectoren bi ey bi uit [b1,..., bm]
1 1
bestaan zodat [bi senns bi ] een lineair onafhankelijk stelsel van W is. Dan
1 1
is elke bj (3 € {1,..., m}) een lineaire combinatie van dit l-tupel:

als bj in het l-tupel voorkomt spreekt dit vanzelf. Zij nu bj een vector uit

[b.,..., b ] die niet in [b, ,..., b. ] voorkomt. Als b. geen lineaire com-
1 m 1, 1, J
binatie van dit 1-tupel was, dan zou [bi seees B, bj] volgens II.3.6 een
1 1
uit 1 + 1 vectoren bestaand lineair onafhankelijk stelsel van W zijn, waar-

van alle elementen afkomstig zijn uit [b1,..., bm] en dit is in tegenspraak
met de maximaliteit van 1. Dus is elke bj een lineaire combinatie van

(b. ,..., b. 1.
1 1
Als W1 de lineaire deelruimte is van V die opgespannen wordt door het

lineair onafhankelijke deelstelsel [bi seses bi 1 van [b1,..., bm] dan is
1 1

uiteraard W1 c W. Ook is W ¢ W1, want elke vector w € W is te schrijven in

de vorm: w = X1b1 + ...+ Kmpm. Omdat W1 een lineaire deelruimte van V is

en, volgens het voorgaande, biseess b€ W, is ook W € W, (cf. II.3.10).

We hebben nu gezien dat W = W_. Dus is de basis [bi seses bi ]l van W

! 1 1

een basis van W, zodat 1 de dimensie van W is: 1 = k.

1

Bovendien volgt uit de constructie van 1 in het bewijs direkt dat 1 < m,
dus k <m. [J

II.3.18 Gevolg: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een m-tupel uit

V van rang m, dan is [bT""’ bm] een lineair onafhankeli jk

stelsel van V.

Bewijs: Ga na! []

IT1.3.19 Gevolg: Is V een F-vectorruimte van dimensie n en is het n-tupel

[b1,..., bn] een stelsel voortbrengenden van V, dan is dit

n-tupel een basis van V.

Bewijs: De lineaire deelruimte, opgespannen door [b1,..., bn], van V is de
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verzameling van alle lineaire combinaties van [b1,..., bn]. Omdat dit n-tupel
een stelsel voortbrengenden is van V, is elke vector van V een lineaire com-
binatie van [b1,..., bn]. Dus de lineaire deelruimte van V, opgespannen door
[b1,..., bn],is V zelf. Dus is de rang van [b1""’ bn] gelijk aan de
dimensie n van V. II.3.19 volgt nu direkt uit II.3.18. [

IT.3.20 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een m-tupel

uit vV, terwigjl [b0(1),..., bc(m)
gen uit [b1,..., bm] door toepassing van een m-permutatie

] het m-tupel is, verkre-

0, dan hebben beide m-tupels dezelfde rang.

Bewijs: Laat W1 (resp. W2) de lineaire deelruimte van V zijn, opgespannen

door [b1,..., bm] (resp. [bo(1)""’ b )]). Het is uiteraard voldoende

o(m
als we bewijzen dat W1 = W2. Welnu, [b1,..., bm] is een stelsel voort-

brengenden van W1. Volgens II.2.9 is dan ook [b0(1),..., b )] een stel-

o(m
sel voortbrengenden van W1. Dus is elke vector uit W1 een lineaire combi-
natie van dit laatste m-tupel, en is derhalve bevat in W
W1 c W2. B

Is 0 de inverse m-permutatie van O, dan ontstaat [b1,..., bm] uit

o Dus,

. -1 . .
[b0(1),..., bO(m)] door toepassing van 0 (ga na!). Dus is, omdat
[b0(1),..., bo(m)] een stelsel voortbrengenden is van W2, volgens II.2.9
ook [b1,..., bm] een stelsel voortbrengenden van W2. Iedere vector uit W2 is
dus een lineaire combinatie van [b1,..., bm] en derhalve bevat in W,. Dus
ook, W2 c W1.

Hiermee hebben we bewezen dat W1 = W2.

1
0

II.3.21 In de voorgaande opmerking hebben we dus bewezen dat de rang van
een m-tupel [b.,..., b ] uit een F-vectorruimte V niet afhangt van de volg-
1 m

orde waarin de vectoren byseees bm in dat m-tupel voorkomen.

I1.3.22 Terminologie: Als V een F-vectorruimte is en [b1,..., bm] en
[b!,..., '] zijn twee m-tupels uit V, zodat voor twee
1 m

verschillende indices i,j € {1,..., m} geldt:

bé bk als k € {1,..., mlenk # j,
b! b. + Ab. (A eF),
dJ J 1

dan zeggen we dat [ba,..., bé] uit [b1,..., bm] ver-
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kregen is door deidevector A keer op te tellen bij de

jde vector.

II.3.23 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een m-tupel

uit V, terwijl [b;,..., bé] het m-tupel is uit V, verkre-

gen door de idevector uit [b1,..., bm] A keer op te tellen
bij de jdevector (i #3j, A € F), dan hebben beide m-

tupels dezelfde rang.

Bewijs: Zij W (resp. W') de lineaire deelruimte van V, opgespannen door
[b1,..., bm] (resp. [b;,..., bé]). Het is uiteraard voldoende om te laten
zien dat W = W',

Als k € {1,..., m} en k # j dan is by = b, zodat by € W. Ock is

bj = bj + Xbi, een lineaire combinatie van de gectoren bi en bj uit W, zodat
volgens II.3.10 ook bé € W. Dus zijn al de vectoren b{,..., bé bevat in W.
Nu is elke vector van W' een lineaire combinatie van [b;,..., bé], dus -
weer volgens II.3.10 - ook bevat in W. Hiermee is bewezen dat W' c W.

Ms k e {1,..., m} en k # j dan is bk = bi € W', Ook is

bj = (bj + Abi) - Xbi = bj - Ab{ zodat ook bj - zijnde een lineaire combina-
tie van vectoren bj en bi uit W' - bevat is in W'. Alle vectoren b1,..., bm
zijn dus bevat in W en daarmee (cf. II.3.10) ook alle lineaire combinaties
van [b1,..., bm]. Dus is W c W',

Samenvattend: W = W', zodat de opmerking volgt. [

II.3.24 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is [bT""’ bmJ een m-tupel

uit V zodat voor zekere i e{1,..., m} geldt: b, =0, dan

is de rang van [b1,..., bm] gelijk aan de rang van

[b1,...,‘5i,...,bm].

Bewijs: Ga na! O

IT.3.25 Opmerking: Is V een F-vectorruimte en is [bl""’ bm] een m-tupel

uit V, dan is, als [b;,..., bé] het m-tupel is, verkregen

door in [b1,..., bm] voor zekere i ¢ {1,..., m} bi te

vervangen door Abi AN eF, A # 0), de rang van
[b1,...., bm] gelijk aan de rang van [b%,..., bé].
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Bewijs: Zij W (resp. W') de lineaire deelruimte van V, opgespannen door
[b1,..., bm] (resp. [bi,..., bi]). Bewijs zelf, op een manier analoog aan de

methode van het bewijs van II.3.23, dat W = W', waaruit de opmerking volgt. O

II.3.26 Gevolg: Is V een F-vectorruimte en is [b1,..., bm] een m-tupel uit V

en is voor zekere i ¢ {1,..., m} bi een lineaire combinatie

van het (m - 1)-tupel [b1,..., Si,..., bm], dan is de rang

van dit (m - 1)-tupel gelijk aan de rang van (oyseees bm].

Bewijs: Omdat volgens II.3.21 de volgorde van de vectoren in [b1,..., bm]
de rang van dit m-tupel niet beInvloedt,mogen we aannemen dat i = m. Dan is

b, een lineaire combinatie van [b1,..., bm 1, zeg:

-1

bm = A1b1 + ...+ )\m_1bm_1 (>\1,..., Am_1 e F) (%)

en we moeten bewijzen dat [bT""’ bm] en [b1,..., bm_1] dezelfde rang

hebben. Tel hiertoe eerst in [b1,..., bm] de eerste vector -\, keer op bij

1

de m-de vector. We krijgen het m-tupel [b1,..., bm_1, bm-A1b1]. Tel in

dit m-tupel de tweede vector -X2 keer op bij de m-de vector. We krijgen:
[b1,..., PP bm-A1b1-12b2]. Enz., enz. Zo doorgaande vinden we na (m - 1)
keer het m-tupel

[byseees B b =X b -Asb,- ... =) 1,

m-1° m—1bm—1

dat volgens II.3.23 nog steeds dezelfde rang heeft als [b1,..., bm].

Wegens (*) is b, - k1b1 - A2b2 - hee = A = 0, zodat het m-tupel

mr1bm—1

[b1,..., b 0l

m-1>
dezelfde rang heeft als [b1,..., bm]. Dus heeft volgens II.3.24 het (m - 1)-
tupel [b1,..., bm_1] dezelfde rang als [b1,..., bm], zodat de opmerking

bewezen is. 0O
Tot slot van deze paragraaf geven we enige voorbeelden.
II.3.27 Voorbeeld: Beschouw de 2-dimensionale reg&le vectorruimte E,. Kies een

willekeurig punt P uit‘Ee, zodat P # O, de oorsprong van het gekozen assen-

stelsel.
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Zij 1 de rechte door O en P. Dan zijn de punten van 1 de punten van de vorm
AP met A € R. De punten van deze rechte 1 vormen een lineaire deelruimte van
E2, want:
(i) Als Q1 ,Q2 € 1, zeg: Q1 = )\1P en Q2 = )\2P, dan is Q1 + Q2 = )\1P + )\2P =
= (A1 + A2)P eveneens een punt van 1.
(ii) Is Q e 1 met Q = AP en is U ¢ R, dan is wegens HQ = U(AP) = (UA)P ook
uQ € 1.
(iii) Wegens O € 1 is 1 # @.
Hiermee zijn de voorwaarden uit definitie IT.3.1 voor 1 geverifieerd, zodat
1 een lineaire deelruimte is van E,.
Omdat we P willekeurig (# O) hebben gekozen, zien we hiermee dat elke
rechte door O een lineaire deelruimte van E, is. Uiteraard zijn {0} en E,

zelf ook lineaire deelruimten van Ez.
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Is m een rechte in E, die niet door O gaat, dan is m geen lineaire deel-

ruimte van E,. omdat volgens II.3.4 de nul-vector O van E2 in elke lineaire

deelruimte vin E, bevat moet zijn, en O ¢ m.

We zullen, om dit voorbeeld af te ronden, aantonen dat de lineaire deel-
ruimten van E2 zijn:

(a) E, zelf; (b) de rechten door 0; (c) de &énpuntsverzameling {0}.

We hebben al aangetoond dat al deze deelverzamelingen lineaire deel-
ruimten zijn van E, (de gevallen (a) en (c) zijn triviaal). We moeten der-
halve alleen nog bewijzen dat elke lineaire deelruimte W van E, van één der
typen (a), (b) of (c) is.

Zij W een willekeurige lineaire deelruimte van ]E2. Als W = {0} zijn we
klaar. Als W # {0} dan kunnen we een punt P uit W kiezen met P # 0. Volgens
II.3.1 (ii) is dan met P ook elk punt AP (A € R) bevat in W, zodat de rechte
m door O en P een deelverzameling is van W. Is W = m, dan behoort W tot de
lineaire deelverzamelingen van type (b) van ]E2. Is W # m, dan bestaat er
een punt Q ¢ m dat tot W behoort. In dit geval is W =E2. Om dit laatste te
bewijzen moeten we laten zien dat ieder willekeurig gekozen punt X uit E2
tot W behoort.

Yy
\
\
\
\ \ - m
\ \ o7
\
\ ;/“1
\ - \\
\ -
- \\ X /// m!
P \ \ P
g \ P
\\ /’\(X
- \
\ - \
\ - \
A7 \
27\ \
/// \ \
- kQ o'
\
\
n

Kies een willekeurig punt X € ]E2. 7ij n de rechte door O en Q@ (dan is
n niet evenwijdig aan m). Trek door X rechten m' en n', evenwijdig aan m,
resp. n. Dan hebben m en n' (resp. m' en n) een snijpunt X, (resp. X2). X,

ligt op n, dus X_ = pq voor zekere U € R. Evenzo is er, omdat X1 € m, een

2
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reéel getal A zodat X1 = AP. Omdat OXZXX1 een parallellogram is, is
X = X1 + X2 = UQ + AP. Omdat P en Q vectoren uit W zijn is volgens II.3.10
ook elke lineaire combinatie van [Q,P] in W bevat, zodat X € W (vgl. II.2.1L).

Hiermee hebben we alle lineaire deelruimten van E_ bepaald.

2

II.3.28 Voorbeeld: Beschouw de re&le vectorruimte R. en daarin het Lh—tupel

3
[a,b,c,d], waarbij:

)
T

We willen de rang van [a,b,c,d] bepalen.

Merk allereerst op dat, als W de lineaire deelruimte is van R3 die door

dit 4k-tupel wordt opgespannen, wegens I11.3.9 geldt:
1 < 1 =
dlnh(w) < dlIrjR(lR3) 3
(ef. 1I.2.38). Dus is de rang van [a,b,c,d] hoogstens 3. Uit II.3.16 volgt
hiermee, dat [a,b,c,d] een lineair afhankelijk stelsel is.
Nu geldt, zoals men gemakkelijk narekent:

c = 3a + 2b.

Dus is ¢ een lineaire combinatie van [a,b,d] zodat volgens II.3.26 de rang

van [a,b,d] gelijk is aan de rang van [a,b,c,d]. Vervolgens is
d =a->5,
een lineaire combinatie van [a,b]. Dus is - weer volgens II.3.26 - de rang
van [a,b,d] (en daarmee de rang van [a,b,c,d]) gelijk aan de rang van [a,b].
Stel nu dat

Aa + ub = 0.

Dan geldt:
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2A + 1 0
A - =A 1] +yul-1]=[0
- 2u 0 -2 0
oftewel:
2L+ u =0
A= u=0
- 24 = 0.

Uit de derde vergelijking volgt: U = 0, zodat met de tweede vergelijking gevon-
den wordt: A = U = 0 als enige mogelijkheid. Dus is het 2-tupel [a,b] een
lineair onafhankelijk stelsel van R3. Volgens II.3.16 is dan de rang van

la,b] (en daarmee de rang van [a,b,c,d]) gelijk aan 2.

II.3.29 Voorbeeld: Beschouw nu de 3-dimensionale euclidische ruimte en kies

daarin een vast gekozen cartesisch assenstelsel.

De oorsprong geven we aan met O. Als P een punt uit deze ruimte is, dan

kunnen we aan P toevoegen de reéle (3 X 1)-matrix

*p
Ip

Z

oY
1

P

gevormd door de X-, y- en z-codrdinaat Xps Yp» Tesp. zp van het punt P.
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Analoog aan het geval van het euclidische platte vlak defini&ren we een op-
telling en een re&le scalaire vermenigvuldiging op de punten van de 3-dimen-
sionale euclidische ruimte (met vast gekozen cartesisch assenstelsel):

als P en Q twee willekeurige punten zijn, gegeven door de corresponderende

matrices

, [P , [*a
P=|yp ; e= |y
Zp )

en X is een redel getal, dan is P + Q per definitie het punt R, correspon-

derend met de matrix

R *r X * X
R={yg|=|vp+ R
ZR zP + zQ

en AP is het punt S met bijbehorende matrix

R *s Axp
S = ys = )\yP
zg AzP

De lezer ga na dat zo een reé€le vectorruimte is verkregen die we voortaan
aan zullen duiden met het symbool E3.
Beschouw nu de punten E1, E2, E3, gegeven door de respectievelijke

matrices
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z E
B85
3 AN
N
N
\\ P
E x E
| o1 P 1
AN [ //7 X
| -
E2 AN | -7
Se ///
N -
_______________ N

geldt dan, wegens

dat
P = xPE1 + yPE2 + ZPE3 .

Dus elk punt P € IE3 is een lineaire combinatie van het 3-tupel

[E1 ,E2,E3] uit ]E3. Dit 3-tupel is derhalve een stelsel voortbrengenden van

E3. De lezer ga vervolgens zelf na dat [E1,E2,E3J ook een lineair onafhanke-

1lijk stelsel - en dus een basis - van ]E3 is. Als gevolg hiervan hebben we

tevens:

dimR(IE3) =3.
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Z
L
0, -1
PRty
L P
0 L >
—=~ " P+Q x
L
\ Q
—\ ~_ L
\ HQ "
\ ~
\\ P
\\
j\ \m
— AL~
——

Kies nu een willekeurig punt P € E3 met P # 0. Zij 1 de rechte door O
en P. Dan is 1 de verzameling van alle punten AP (A € R). 1 is een lineaire
deelruimte van E3. Dus elke rechte door O is een lineaire deelruimte van E3.

Kies naast P vervolgens een punt Q € E3, zodat Q ¢ 1. Zij m de rechte
door O en Q. De twee verschillende rechten 1 en m door O bepalen het vlak «
door O, P en Q. Dit vlak o is de verzameling van alle punten AP + uQ
(A,u € R). Met andere woorden, o is de verzameling van alle lineaire combi-
naties van het 2-tupel [P,Q] uit E3. Bijgevolg is ook 0 een lineaire deel-
ruimte van E3. Dus ook alle vlakken door O zijn lineaire deelruimten van E

Zij nu W een lineaire deelruimte van E

3
3 Dan is volgens II.3.9 de

dimensie van W hooguit 3 ( = de dimensie van E3). .

(i) Stel: de dimensie van W is 0. Dan is W = {0}, dus W is in dit geval de
lineaire deelruimte vanIE3 met als enige vector de oorsprong.

(ii) Stel: de dimensie van W is 1. Kies een punt P € W zodat P # 0. Dan is
[P] een lineair onafhankelijk stelsel van W. Volgens II.2.39 is [P]
dan een basis, en in het bijzonder een stelsel voortbrengenden van W.
Dat wil zeggen dat iedere vector Q € W te schrijven is als:
Q = AP (X € R). Dus ieder punt van W ligt op de rechte 1 door O en P.
Is, omgekeerd, Q' een punt ven 1, dan is er een redel getal A' met
Q' = \'P. Omdat P € W, is dan volgens IT.3.1 (ii) ook Q' = A'P €W,

zodat ieder punt van 1 bevat is in W. Dus is W = 1, een rechte door O.
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(iii) Stel: de dimensie van W is 2. Kies een basis [P,Q] van W. Dit is een
lineair onafhankelijk stelsel, zodat P # 0 # Q (ef. II.2.21). Zij 1
de rechte door O en P. Dan is Q ¢ 1, omdat als Q € 1, er een reéel
getal 4 € R zou bestaan met Q = yP, in tegenspraak met de lineaire
onafhankelijkheid van [P,Q] Zij o het vlak door 0, P en Q. (Omdat
Q ¢ 1 is o eenduidig bepaald!) Elk punt R € W is een lineaire combi-
natie van de basis [P,Q] van W, en dus bevat in a. Omgekeerd, als
R' € 0, dan is R' een lineaire combinatie van [P,Q] zodat, omdat
P,Q € W, volgens II1.3.10 R' een punt van W is. Hiermee is bewezen
dat W = o, een vlak door O.

(iv) Stel: de dimensie van W is 3. Dan zijn de dimensies van W en E_ gelijk,

zodat volgéns IT.3.11 geldt: W = E3.

Samenvattend kunnen we dus opmerken dat er vier typen lineaire deel-

3

ruimten van E, zijn: {0}; de rechten door O; de vlakken door O; E3 zelf.

§IT.4. Lineaire afbeeldingen

II.L4.1 Definitie: Zijn V en W twee F-vectorruimten, dan heet een afbeelding

¢ : VW

een F-lineaire afbeelding van V naar W als voldaan is aan

de volgende twee voorwaarden:

(i) Voor elk tweetal v, >V, € V geldt:

o(v, +v,) = ¢(vy) + ¢(v,).
(ii) Voor elke v € V en elke A ¢ F geldt:
¢(Av) = Ae¢(v).

II.4.2. Voorbeeld: Beschouw de afbeelding

¢ : R3 4—R2

die aan elke vector

e R
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toevoegt het beeld

naar R_,. Hiertoe contro-

We gaan na dat ¢ een R-lineaire afbeelding is van R3 >

leren we de voorwaarden (i) en (ii) van II.L.1:

ad (i): Kies twee willekeurig gekozen vectoren

a ‘b1
as | » b2 sR3
a3/ \P3
Dan geldt:
2y by a; + o, a, +b,
¢(a2+b2)=¢a2+b2=a3+b3=
+
a3/ \P3 23 * by

b 2 2
3
&3 3
zodat aan voorwaarde (i) voldaan is.
ad (ii): Zij A een willekeurig redel getal en
&
a, e]R3.
&3
Dan geldt voorwaarde (ii) ook:
a }\a1 )\3.1 a, %
¢()\a2 ) =¢ >\a2 = e =A(a) = A9 a,
3 3
a Aa a,3

Dus voldoet ¢ aan alle voorwaarden uit II.L.1.
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II.Lh.3 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding
*
¢ Be ﬁ'RB

die aan elke vector

toevoegt het beeld
a1 *
¢(32 = (2a1, a8 -a,, a1+2a2) € R3-

Ock hier controleren we de voorwaarden (i) en (ii) van II.kL.1:

t Pyl (Bt
¢((a2) * (bz)) B ¢(a2 * oy

= (2(a1+b1), (a,1+b1)—(a,2+b2), (a1+b1)+2(a2+b2)) =

ad (i

= (2a1, a,-2,, a1+2a2) + (2b1, b,-b,, b1+2b2) =

o) ol
¢ + ¢ .
(az by

ad (ii): Als A ¢ R, dan is:

a1 Aa1
d)()\(ag)) = ¢(>‘a2 = (2()\&1), )‘8'1—)‘a2’ )\a1+2()\a2)) =

(X(2a1), X(a1-32), X(a1+2a2)) = A(2a1, a,-8,, a1+2a2) =

1
>\-¢( .
&2
We zien dus weer dat aan de voorwaarden van definitie II.L4.1 is voldaan,

zodat ¢ een R-lineaire afbeelding van IR2 naar R; is.
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II.L4.4 Voorbeeld:

¢(Q)
|

Beschouw de afbeelding

¢ :IEQ'*IE2

die aan elk punt P € E, toevoegt de projectie van P op de x-as: ¢(P).

Dat wil zeggen: als P als corresponderende matrix heeft

- ("P)

¥p
dan is het beeld ¢(P) van P onder ¢ gegeven door de matrix
—_
*p
¢(P) = ( .
0

De lezer controlere dat ¢ een R-lineaire afbeelding is van E2 naar Eg.
II.4.5 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding
¢ : E. >E

2 2

die aan elk punt P, met corresponderende matrix

(3

toevoegt het beeld ¢(P), gegeven door de matrix
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¢(P; ) Xp cosf - Yp sinb .
X sin® + Yp cosf

Dat wil zeggen: ¢ is de afbeelding die aan een punt P uit E2 toevoegt het

beeld ¢(P) dat we verkrijgen door P te roteren om de oorsprong O over een

hoek 6 in de richting van de positieve x-as naar de posifieve y-as.

Ook deze afbeelding is R-lineair, zoals direkt te controleren is.

II.L4.6 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een F-
lineaire afbeelding, dan is ¢(0) = 0.

Bewijs: Kies een vector v € V. Dan geldt:

$(0) = ¢(0°v) = 0-¢(v) = 0. O

II.L.7 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, dan is de identieke afbeelding
idv Vv
van V F-lineair.

Bewijs: Ga na! [

II.L4.8 Opmerking: Zijn U, V, W drie F-vectorruimten en zijn
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b:U>V  , Y:V-W

twee F-lineaire afbeeldingen, dan is hun samenstelling

Yood:U->W

ook een F-lineaire afbeelding.

Bewijs: We controleren voor de afbeelding ¥ ° ¢ de voorwaarden (i) en (ii)
van II.h.1:

ad (i): Kies upsu, € U en noteer: v, = ¢(u1), v, = ¢(u2). Omdat ¢ en V¥
F-lineair zijn, geldt: w(vl) + w(ve)

= ¢(u1) + ¢(u2). Derhalve:

b(v, + v,) en $lu, + u2) =

Yoo ¢(u1+u2) = w(¢(u1+u2)) = W(¢(u1) + ¢(u2)) =
= Y, +v,) = Wvy) + Wy, = V(o)) + W(du,)) =
=¥ ¢u) + ¥ o o(u,).

ad (ii): Kies A e Fenu e Uen zij v = ¢(u). Omdat ¢(Au) = A-¢(u) en
Y(Av) = A*yY(v), hebben we

Yoo ¢(Au) = YP(o(Aw)) = Y(A-p(w)) = P(A*v) = AY(v) =
= A P(¢(w) = x -y o ¢(u),
zodat de opmerking bewezen is. [
Ga na dat iets algemener geldt:

II.4.9 Opmerking: Als VooVyaeeesV (m+1) F-vectorruimten zijn, en

v v V, = ... — V
¢

— —
0 & 1 4 2§ n B
is een m-tal F-lineaire afbeeldingen, dan is ook hun

samenstelling
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een F-lineaire afbeelding.

II.4.10 Terminologie: Een isomorphisme ¢ : V - W van een F-vectorruimte V
naar een F-vectorruimte W dat tevens een F-lineaire

afbeelding is, heet een F-lineair isomorphisme.

Een endomorphisme Y : V = V van een F-vectorruimte V
dat tevens een F-lineaire afbeelding is, heet een F-

lineair endomorphisme.
Analoog definieert men F-lineaire automorphismen van V.

II.4.11 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V >~ W een

F-lineair isomorphisme, dan is ook de inverse afbeelding

¢-1 : W~V van ¢ een F-lineair isomorphisme.

Bewijs: Volgens I.1.38 is ¢-1 : W~V een isomorphisme. We behoeven dus
slechts te bewijzen dat ¢_1 een F-lineaire afbeelding is.

Als w een element van W is, dan volgt uit I.1.35 dat ¢_1(w) = v dan
en slechts dan als ¢(v) = w.

We controleren weer de voorwaarden (i) en (ii) van II.L.1:
ad (i): Kies W, sW, € W. Noteer: ¢_1(w1) =V, ¢—1(w2) =V, <j>-1(w1 + w2) = v.

We moeten dan laten zien dat v, + V, =V is. Er geldt: d>(v1) =V, ¢(v2) =V,
o(v) = LAY Omdat ¢ F-lineair is geldt ook: ¢(v1) + ¢(v2) = cb(v1 + v2),
zodat:

o(v) =w, +w, = ¢(v)) + ¢(v,) = ¢(v, + v,).

Nu is ¢ een isomorphisme, dus injectief, terwijl de elementen Vv en vyt v,
van V door ¢ worden afgebeeld op hetzelfde element ¢(v) = <13(v1 + v2) van W.
Dus zijn deze elementen Vv en vyt V, gelijk.

‘ad (ii): Kies A ¢ F en W € W en noteer: ¢_1(w) =v', ¢-1()\w) = v". We moeten
laten zien dat v" = Av'. Welnu: ¢(v') = w en ¢(v") = Aw, terwijl wegens de

F-lineariteit van ¢ geldt: ¢(Av') = A¢(v'). Derhalve:

d(Av') = Ap(v') = aw = o(v").
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Wegens de injectiviteit van ¢ volgt hieruit: Av' = v"

, hetgeen we moesten
bewijzen.

Hiermee is de opmerking geverifieerd. []

II.4.12 Terminologie: Als V en W twee F-vectorruimten zijn, en ¢ : V > W is
een F-lineaire afbeelding, terwijl [b1,..., bm] een
m-tupel is uit V, dan heet het m-tupel
[¢(b1),..., ¢(bm)] uit W het beeld van [b,...., b ]

onder ¢.

II.4.13 Lemma: Is V een F-vectorruimte en is [a1,..., an] een basis van V,

dan is er voor iedere vector v € V precies é&n n-tupel

[(A,5eees A JuitF zodat v =Xa, + ... + A a_.
1 n- — 1 nn

1
Bewijs: Omdat [a1,..., an] als basis een stelsel voortbrengenden is van V,
zijn er bij iedere vector v € V getallen A1,..., Xn € IF te vinden zodat

v = A1a1 + ...+ Anan. Dus bestaat er bij iedere vector v € V minstens é&én

1
Als nu [X1,..., An] en [U1,---, un] twee n-tupels uit F zijn, zodat

n-tupel [A_,..., A J uitF zodat v =2Aa, + ... + A a .
1 n 1 nn

voor zekere v € V geldt: A1a1 + ...+ Xnan =v=We, +... +yua, dan

moeten we nog asantonen dat beide n-tupels uit F gelijk zijn. Welnu, omdat
geldt:

0= (>\1a1 + ...+ Anan) - (u1a1 + ...+ unan) =

(A1 - u1)a1 + ...+ (An - un)an

en [a1,..., an] een lineair onafhankelijk stelsel is, volgt:

zodat [X1,..., An] = [u1,..., un]. Dus geldt het lemma.[]

II.4.14 Propositie: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is Cajseees an] een

basis van V, terwijl [w1,..., wn] een n-tupel is uit W,

dan is er precies één F-lineaire afbeelding ¢ : V > W,

met de eigenschap dat [w1,..., wn] het beeld onder ¢ is

van [aT,..., an].
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Bewijs: We construeren eerst een afbeelding ¢ : V =+ W, zodat ¢(ai) =W,
(i =1,..., n) en bewijzen vervolgens dat ¢ F-lineair is. Daarna laten we
zien dat als Y nog een F-lineaire afbeelding van V naar W is zodat

w(ai) =w; (i = 1,..., n), noodzakeli jkerwijs geldt: Y= ¢.

Om een afbeelding ¢ van V naar W te construeren, moeten we voor iedere
vector v € V aangeven welke vector uit W het beeld onder ¢ van v is. Kies
hiertoe een willekeurige vector v ¢ V. Omdat [a1,..., an] een basis is van V,
is er precies &&n n-tupel [A1,..., An] uit F, zodat v = X1a1 + ... 0+ Anan.

Definieer nu:

o(v) = AWy + o+ AW

Omdat a, = 6i1a1 + ...+ Ginan met 6ik =0alsi#ken éii = 1, volgt
direkt: ¢(ai) = vy (i=1,..., n).

Nu laten we zien dat ¢ F-lineair is. We verifi&ren hiertoe de voorwaar—
den (i) en (ii) van II.k.1:
ad (i): Als v, en v, vectoren in V zijn met:

=y.a, +... +1a

2 171 nn

dan is
v, v, = (A1 + 1,\1)8.,l + ...+ (An + un)an
zodat geldt:
q>(v1 + v2) = (A1 + u1)w1 + ...+ (An + un)wn =
= ()\1w1 + .. 4 xnwn) + (u1w1 + ... 4 “nwh) = ¢(v1) + ¢(v,).
ad (ii): Is bovendien v ¢ F, dan is
= (vA1)a1 + o0+ (vAn)an

zodat:

¢(VV1) = (v>\1)w1 + ...+ (\))\n)wn = v(A1w1 + ... Anwn) = v¢(v1).
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Hiermee is bewezen dat ¢ F-lineair is.

Stel nu dat ¢ : V>Wen Y : V> W tvee F-lineaire afbeeldingen zijn,
zodat ¢(ai) =w, = w(ai) (i = 1,..., n). We moeten dan aantonen dat ¢ = ¥,
oftewel dat voor een willekeurig gekozen vector v € V geldt: ¢(v) = Y(v).
Welnu, als v € V, dan zijn er getallen A1,..., Xn € F met

v = K1a1 + ...+ Xnah. Wegens de F-lineariteit van ¢ en ¥ geldt dan:

o(v) ¢(X1a + ...+ Anan) = ¢(A1a1) + ...+ ¢(Xnan) =

1

= A1¢(a1) + ...+ Xn¢(an) = k1w1 + ...+ Anwn =

X1¢(31) + ... 0+ an(an) = w(k1a1) + ...+ w(Anan) =
= w(X1a1 + ... 4+ Xnan) = Y(v).
Hiermee is de propositie bewezen. [

IT.4.15 Opmerking: De voorgaande propositie leert dat, als V en W F-vector-

ruimten zijn en [a1,..., an] is_een basis van V, een

F-lineaire afbeelding ¢ : V > W volledig bepaald is door
het n-tupel [¢(a1),..., ¢(an)] uit W.

I1.4.16 Voorbeeld: Kies in E, de vectoren E, en E,, gegeven door de matrices

= » resp. = .
1 0 2 1

Dan is het 2-tupel [E1,E2] een basis voor E2. Volgens II.4.15 kunnen we een

R-1lineaire afbeelding

¢ :Ee'*E2

defini&ren door aan te geven welk punt ¢(E1) is en welk punt ¢(E2) is.

Kies bijvoorbeeld ¢(E1) =T ¢(E2) = F,, vaarbij F, en F, gegeven zijn

1 2
> 1 > _2\
F1 = , resp. F_ = .
1

door de matrices

We bepalen nu voor de vector P ¢ Ez, gegeven door de matrix
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het beeld ¢(P) ¢ E,.

Wegens

P = 2E1 + E2

geldt
o(P) = 2¢(E,) + $(E,) = 2F, + Fje

Dus wordt de matrix die correspondeert met ¢(P):
—_— 1 -2 0

¢(P) = 2 + = .
1 1 3

L ¢(P)=2F +F,

1 1 2

a, = 2 B &, = 0 H 'a3 = j
1 3 2

De lezer controlere zelf dat [a1,ag,a3] een lineair onafhankelijk stelsel is
van B3, en, omdat de dimensie van m3 3 is, volgens II.2.39, een basis vanjm3.
. . . *

Beschouw nu de R-lineaire afbeelding ¢ : R3 4-m5, gegeven door

¢(a1) = b1, ¢(32) = b2, ¢(a3) = b3, met:
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b, =(1,0,1,0,-1) 3 b, = (1,1,2,1,1) ; b, = (2,0,1,0,3).

2 3
*
We bepalen nu het beeld ¢(c) € RS van de vector
1
c = 5 1€ R3.

\->
Wegens ¢ = 2a1 - 3a2 + a3, zoals de lezer gemakkelijk narekent, is
$(c) = 2¢(a;) - 3¢(a,) + ¢(a3) =2, - 3b, + by =

= 2(1,0,1,0,=1) - 3(1,1,2,1,1) + (2,0,1,0,3) = (1,-3,-3,-3,-2).

I1.4.18 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een

F-lineaire afbeelding, terwijl [b1,..., bm] een m-tupel
is uit V, dan is, als het beeld [¢(b1),..., ¢(bm)] onder

¢ van [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel is

van W, ook [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel

van V.

Bewijs: Kies getallen A1,..., Am uit F zodat A1b1 + ...+ mem = 0. Dan is
(cf. II.L.6):

A1¢(b1) + ...+ Am¢(bm) = ¢(A1b1) L ¢(Ambm) =

= ¢(l1b1 + .+ Ampm) = ¢(0) = 0.
Omdat [¢(b1),..., ¢(bm)] een lineair onafhankelijk stelsel is van W, volgt
hieruit: A1 = ... = Xm = 0. Hiermee is bewezen dat [b1,..., bm] een lineair

onafhankelijk stelsel is van V. []

IT.4.19 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een

F-lineaire afbeelding, dan is Im(¢) (cf. I.1.18) een

lineaire deelruimte van W.

Bewijs: We verifiéren de voorwaarden (i), (ii) en (iii) van II.3.1:
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ad (i): Als LT twee vectoren zijn uit Im(¢), dan zijn er vectoren

ViV, € V, zodat w, = ¢(v1) en w, = ¢(v2). Omdat ¢ F-lineair is, volgt:

Wy o+, = ¢(v1) + ¢(v2) = ¢(v1 + v2), zodat w, + w,, zijnde het beeld van
de vector v, o+ v, € V, ook in Im(¢) bevat is.

ad (ii): Als w € Im(¢) en X € F, dan is er een vector v ¢ V met ¢(v) = w.
Dan is Aw = A¢(v) = ¢(Av) het beeld van de vector Av e V, zodat Aw € Im(¢).

ad (iii): Im(¢) # @, want 0 = ¢(0), dus 0 € Im($). O

II.4.20 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V - W een

F-lineaire afbeelding, terwijl [b

PR bm] een stelsel

voortbrengenden is van V, dan is [¢(b1),..., ¢(bn)] een

stelsel voortbrengenden van Im(¢).

Bewijs: Kies een willekeurige vector w « In(¢). Dan is er een vector v e v,
zodat ¢(v) = w. Omdat [b1,..., bm] een stelsel voortbrengenden is van V, zijn
er getallen A1,..., Am € Fmet v = A1b1 + ...+ Ambm' Dan volgt:
w = ¢(v) = ¢(>\1b1 + ...+ Ambm) = )\1¢(b1) + ..+ xm¢(bm)
zodat w een lineaire combinatie is van [¢(b1),..., ¢(bm)].
We zien dat iedere vector w ¢ Im(¢) een lineaire combinatie is van

[¢(b1),..., ¢(bm)], hetgeen de opmerking bewijst. [

II.4.21 Definitie: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V> W een

F-lineaire afbeelding, dan heet de deelverzameling
Ker(¢) ={v | veV en ¢(v) = 0}

van V de kern van de afbeelding ¢.

II.4.22 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V - W een

F-lineaire afbeelding, dan is Ker(¢) een lineaire deel-

ruimte van V.

Bewijs: We controleren de voorwaarden (i), (ii) en (iii) van II.3.1:

ad (i): Als v, en Vv, twee vectoren uit Ker(¢) zijn, dan is ¢(v1) =0 = ¢(v2),
zodat wegens ¢>(v1 + v2) = ¢(v1) + ¢(V2) =0+0 =0 ock v, + v, e Ker(¢).

ad (ii): Als v € Ker(¢) en A € F, dan is ¢(Av) = Ad(v) = A0 = 0, zodat ook
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Av € Ker(¢).
ad (iii): Wegens 0 € V en ¢(0) = 0 is 0 € Ker(¢), zodat Ker(d) # 8. O

II.L.23 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten, dan geldt voor iedere

F-lineaire afbeelding ¢ : V> W: ¢ is injectief dan en
slechts dan als Ker(¢) = {0}.

Bewijs: Veronderstel eerst dat ¢ injectief is. Als v € Ker(¢), dan is
¢(v) = 0 = ¢(0), zodat de vectoren v en O van V hetzelfde beeld hebben onder
¢. Omdat ¢ injectief is,moeten deze vectoren dan gelijk zijn: v = 0. Dus is
0 de enige vector uit Ker(¢), zodat Ker(¢) = {0}.

Veronderstel nu dat Ker(¢) = {0}. Om te bewijzen dat ¢ injectief is,
b € V met ¢(v1) =
= ¢(v2) geldt: V= Ve Welnu, kies een willekeurig tweetal v1,v2 e Ven
veronderstel: ¢(v1) = ¢(v2). Dan is ¢(v1 - v2) = ¢(v1) - ¢(v2) = 0, zodat
Vi- v, € Ker(4). Omdat Ker(¢) = {0}, moet gelden: v = 0,oftewel:

moeten we laten zien dat voor ieder tweetal vectoren VsV

-V

1 2

V1 = V2.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

II.L.2h Stelling: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een

F-lineaire afbeelding van V naar W, dan is

dimF(Ker(¢)) + dimF(Im(¢)) = din(V)-
Bewijs: Noteer:
dimF(Ker(¢)) =m 5 digF(V) =n.

Kies een basis [k1,..., km] van Ker(¢). Volgens II.2.32 kunnen we n - m
vectoren Byseees B o uit V kiezen, zodat het n-tupel
[k1,..., Kps 81500es an_m] een basis is van V. Volgens II.4.20 is dan

(0,.v0y 0, 9(ay)senn, ¢(an =

= L0(k)seens 00 )s ¢(ay)senn, (o )]

m

een stelsel voortbrengenden van Im(¢). Maar dan is ook [¢(a1),..., ¢(an_m)]
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een stelsel voortbrengenden van Im(¢) (ga na!). Kies nu getallen
X1,..., An-m € F zodat

Dan is wegens

4)()\1a1+...+>\ a )=)\1¢(a1)+...+>\_¢(an ) =0

n-m n-m

de vector A a, +...+ A
171 n-m

is van Ker(¢), zijn er getallen Miseees U € F zodat

a bevat in Ker(¢). Omdat [k, ,..., k ] een basis
n-m 1 m

A1a1 + ..+ An_man_m = u1k1 ootk o,

oftewel:

Uk +"'+“mkm+(')‘1)a + ...+ (=) = 0.

171 1 n-m®n-n

Omdat [k,,..., k , a .s & ] een lineair onafhankelijk stelsel is, volgt
1 m n-m

T

hieruit:
u1 = = um = _)\1 = ,,, = —)\n—m =0
en in het bijzonder: X1 = ... = An—m = 0. Dus volgt uit (*) dat X1 = ... =
=X = 0. Met andere woorden: [¢(a.),..., ¢(a_ )] is een lineair onafhan-
n-m 1 n-m

kelijk stelsel, dat bovendien Im(¢) voortbrengt. Dit (n - m)-tupel is dus

een basis voor Im(¢), wat betekent:
dimF(Im(¢)) =n-m= dimF(V) - din(Ker(¢)).
Hieruit volgt de stelling. [

II.L4.25 Gevolg: Zijn V en W twee F-vectorruimten, en is ¢ : V> W een F-line-

aire injectieve afbeelding, dan is voor elke basis

[a1,..., an] van V [¢(a1),..., ¢(an)] een basis van Im(¢).

Bewijs: [ax,..., an] is een basis van V, dus volgens II.L.20 is
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[¢(a1),..., ¢(an)] een stelsel voortbrengenden van Im(¢). Bovendien is vol-
gens II.L.2k:

u"
[n}

dimF(Im(¢)) = dinﬁF(V) - diniF(Ker(d))) =n-0

0). Volgens

(omdat, volgens II.4.23 Ker(¢) = {0}, zodat digF(Ker(¢))
11.2.39 is [¢(a1),..., ¢(an)] dan een basis van Im(¢). O

IT.4.26 Gevolg: Zijn V en W twee F-vectorruimten, en is ¢ : V - W een F-line-

air isomorphisme van V naar W, dan is een n-tupel [a1,..., an]

een basis voor V dan en slechts dan als [¢(a1),..., ¢(an)]

een basis is voor W.

Bewijs:

(i) Stel eerst dat [a1,..., an] een basis is voor V. Omdat ¢ als isomorphisme
injectief is, is volgens II.L.25 [¢(a1),..., ¢(an)] een basis voor Im(¢).
Omdat ¢ ook surjectief is, is volgens I.1.20 Im(¢) = W, zodat

[¢(a1),..., ¢(an)] een basis is van W.

(i?) Stel nu dat [¢(a1),..., ¢(an)] een basis is van W. Nu is volgens II.k.11
o

bewijs (met ¢_1 i.p.v. ¢ en de basis [¢(a1),..., ¢(an)] van W i.p.v. de basis

: WV ook een F-lineair isomorphisme. Volgens het eerste deel van 4it

. -1 -1 .
[31,..., an] van V) is dan [a1,..., an] =[¢ ¢(a1),..., ¢ ¢(an)] een basis
van V.

Dus is II.L.26 bewezen. []

I1.Lk.27 Gevolg: Zijn V en W twee F-vectorruimten van gelijke dimensie en is

¢ : V> Ween F-lineaire injectieve afbeelding van V naar W,

dan is ¢ een F-lineair isomorphisme.

Bewijs: Kies een basis [a1,..., an] van V. Volgens II.4.25 is dan

[¢(a1),..., ¢(an)J een basis van Im(¢). Dus is:

dinﬁF(Im(dD)) =n = dimF(V) = dimF(w).

Nu is Im(¢) een lineaire deelruimte van W met dezelfde dimensie als W.
Volgens II.3.11 is dan Im(¢) = W, zodat ¢ surjectief, en dus bijectief is.
Dan is ¢ volgens I.1.33 een isomorphisme, zodat II.L.2T7 volgt.[]
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II.4.28 Gevolg: Zijn V en W twee F-vectorruimten van gelijke dimensie en is

$ : V> W een F-lineaire surjectieve afbeelding van V naar

W , dan is ¢ een F-lineair isomorphisme.

Bewijs: Omdat ¢ surjectief is, is Im(¢) = W. Derhalve is

dimF(Im(¢)) = digF(w) = din(V)
zodat met II.L.24 hieruit volgt:
din(Ker(¢)) = dimp (V) - dim (In(¢)) = 0.

Dus is Ker(¢) = {0}, wat inhoudt dat ¢ injectief is (cf. II.L.23)

. Volgens
IT.4.27 is ¢ dan een isomorphisme. []

IT.4.29 Voorbeeld: Beschouw nog eens het R-lineaire endomorphisme
¢ E2 +'E2

uit voorbeeld II.L.L.

————=0
Lav)

o ¢(p) x

Voor een willekeurig punt P met corresponderende matrix

[

werd het beeld ¢(P) gegeven door de matrix
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E("P)
0

We willen nu Ker(¢) en Im(¢) bepalen.

Beschouw de vectoren E1 en E2 uit Eg, gegeven door:

2 1) : . [°
= » Tresp. = .
Voo 2 \q

Dan is ¢(E1) = E1 en ¢(E2) = 0, zodat E, € Im(¢) en E. € Ker(¢).

1 2

y

$(E,)=0 E;=$(E;) *

Omdat E, ZO#Z E2,zijn [E1] en [E2] lineair onafhankelijke stelsels van
Im(¢), resp. Ker(¢). Met II.2.40 volgt hieruit:

dimp (Im(¢)) 2 1 5 dim(Ker(¢)) > 1. (%)
Ook geldt volgens II.L.2L:
dime (Im(¢)) + dim. (Ker(¢)) = dime (E,) = 2. (%)
Uit (%) en (**) volgt dan:
dimp(Im(¢)) = 1 = dim(Ker(9)).

Met II.2.39 volgt hieruit dat [E1] en [E2J bases zijn voor Im(¢), resp.
Ker(¢). Dus:
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In(¢) = {AE1 | X € R} ; Ker(¢) = {)\Ee | X € R}.

II.4.30 Definitie: Als V en W twee F-vectorruimten zijnen ¢ : V> W en
Y : V>V zijn twee F-lineaire afbeeldingen van V naar W,

dan noteren we:
¢ +Y : V>W

voor de afbeelding van V naar W die per definitie aan elk

element v € V toevoegt het beeld
(¢ +¥)(v) = ¢(v) + Y(v) € W.
IT.L4.31 Opmerking: Als V en W twee F-vectorruimten zijn en ¢ : V>Wen

Y :V~>W zijn twee F-lineaire afbeeldingen, dan is ook
¢+ Y : V->WeenF-lineaire afbeelding.

Bewijs: We controleren de voorwaarden (i) en (ii) van II.h.1:

ad (i): Als VsV, € V, dan geldt:

2

(¢ + lIJ)(V1 +v,) = ¢(v, + v,) + Wv, +v,) =

o(v,) + ¢(v,) + Wlv,) + b(v,) =

Colvy) + W(v))D + Lolvy) + 9(vy)T = (6 + ¥)(v,) + (¢ + ¥)(v,).
ad (ii): Als v e V en X € F, dan geldt:

(6 + V)W) = ¢(Av) + P(Av) = X ¢(v) + A Y(v) =

=2 (0) + () = X (¢ + P)(v). O

IT.4.32 Definitie: Als V en W twee F-vectorruimten zijn en ¢ : V> W is een

F-lineaire afbeelding, terwijl o ¢ F, dan noteren we:

oedp : V>W
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voor de afbeelding van V naar W die per definitie aan elk

element v € V toevoegt het beeld

(aed)(v) = as¢(v) e W.

II.L4.33 Opmerking: Als V en W twee F-vectorruimten zijn en ¢ : V >+ W is een

F-lineaire afbeelding, terwijl o ¢ F, dan is ook

a*¢ : V> W een F-lineaire afbeelding.

Bewijs: We verifidren II.4.1 (i) en II.L.1 (ii):
ad (i): Als VsV, € V, dan geldt:

(@) (v + v,) = asdlv, + vy) = arld(v,) + ¢(v,)] =
= a(v,) +ad(vy) = (a¢)(v,) + (ad)(v,).
ad (ii): Als v € Ven A ¢ F, dan geldt:
(029)(Av) = a-¢(Av) = a+(A¢(v)) = (a-A) ¢(v) =
= (Aea) o(v) =x(a-d(v)) = Ae(a<(d)(v).
Hiermee is de opmerking bewezen. [J

IT.4.34 Tot slot van deze paragraaf nog een algemene opmerking.

Beschouw eens twee F-vectorruimten V en W. Noteer met
MV, W)

de verzameling van alle F-lineaire afbeeldingen van V naar W. We kunnen

blijkens II.4.31 en II.L.33 een binaire operatie
m : MF(V,W) II MF(V,W) > MF(v,w)
op deze verzameling definiéren met:

m(¢,9) = ¢ + .
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De lezer ga na dat MF(V,W) met deze binaire operatie een abelse groep wordt.

Vervolgens kunnen we een operatie
o F I M(V,W) > M (VW)
van F op MF(V,W) definiéren door:
o(a,9) = a-¢.
Ga na dat zo een F-scalaire vermenigvuldiging op MF(V,W) verkregen wordt,

zodat -met optelling m en F-scalaire vermenigvuldiging o- MF(V,W) een

F-lineaire ruimte is.

§II.5. Matrices en lineaire afbeeldingen

IT.5.1 Beschouw een F-vectorruimte V en vervolgens een basis [a1,..., an]
van V. Als v een vector is uit V, dan bestaat er volgens II.L.13 precies &én
n-tupel [K1,..., An] uit F, zodat

v=2Aa, + ...+ Xa .
1 nn
Hadden we een andere basis [a;,..., aé] van V gekozen, dan hadden we uiter-

aard een ander n-tupel [k{,..., Kﬂ] uit F moeten kiezen opdat
v=2Aal + ... + A'a'.
1™ nn

Ock in dit laatste geval zou echter, gegeven deze basis [a{,..., aé] van V,
het n-tupel [X{,..., lé] uit F door v é&nduidig bepaald zijn geweest.

We zien dus dat, als we in een F-vectorruimte V een basis [a1,..., an]
vooraf vast kiezen, elke vector v e V precies &én n-tupel [KT,..., An] uit
F bepaalt middels de relatie v = k1a1 + ...+ Anan' Omgekeerd bepaalt
uiteraard -gegeven V en [a1,..., an]— elk n-tupel [A1,..., An] uit F de
€énduidig bepaalde vector v = A.a

1
Deze vaststelling rechtvaardigt de volgende notatie-afspraak:

+ ... + A a uit V.
n°n
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II.5.2 Notatie: Is V een F-vectorruimte en is [al,..., an] een basis van V,

dan noteren we:

als v =X dva, + ... + A a .
11 nn

*

I1.5.3 Voorbeeld: Beschouw de R-vectorruimte R3

er de basis [e1,e2,e ] van
« 3

B3, gegeven door:

= (0,0,1).

e, = (1;030) H 62 = (03150) B

1 €3

Beschouw vervolgens de vector v = (2,-1,4) uit R;. Wegens

v = 2e1 e, t he3

kunnen we dan ook noteren:

2

*
-1 e (83,[e1,e2,e3]).
L

<
1

Hadden we in plaats van [e1,e2,e3] een andere basis van]R; gekozen, bijvoor-

beeld [a1,a2,a3], gegeven door:
2, = (1,1,1) 5 8y =(1,-1,2) 5 a3 =(0,-2,2) (*)

dan rekent men gemakkelijk na dat geldt:

<
"

a, +a, + %a3 ,

zodat in dit geval

€ GR;,[a1,a2,a3]). (%)
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Let goed op de volgorde der in de basis voorkomende vectoren; hadden we 1in

. * .
plaats van de basis (*) van R3 gekozen de basis [a{,a'

2,aé] met:

8..; = (13—192) H aé = (Oa-2s2) H aé = (1’131)

(zodat [a{,aé,aé] = [a2,a3,a1]) dan hadden we in plaats van (**) verkregen:
1
=1 1 * 1 1 1
v=|3]c¢ GR3,[aT,a2,a3])
1

wegens v = a! + 3a

] ot aé, of, wat hetzelfde is:

—_

*
v=|3e 0R3,[a2,33,a1]).
1
Tenslotte, als:
*
w=| ke GR3,[a1,a2,a3]),

-3

dan is

]
1]

2a, + la, - 3a3 = 2(1,1,1) + U(1,-1,2) - 3(0,-2,2) =

(2,2,2) + (4,-4,8) + (0,6,-6) = (6,4,L) < R;,

terwijl, als

2
*
w' = L |e (][{3,[&3,8,2,&1])
-3

3

geldt:



w' = 2a_ + ha, - 3a, = 2(0,-2,2) + 4(1,-1,2) = 3(1,1,1) =

3 2

(0,-k,4) + (h,-4,8) + (-3,-3,-3) = (1,-11,9) ¢ R},

II.5.4 Merk nog op dat voor iedere F-vectorruimte V en voor elke basis

[a1,..., an] van V geldt:

en bovendien:

waarbi j Gki =0als k #i en 6ii =1(i=1,..., n).

dan is voor iedere A,u € F:

Aa1 + u61

Av + uw = : € (V,[aT,..., an]).

\Xan + uBn

(Ga na!)

(i=1,..., n),

Vervolgens, als

I1.5.5 Beschouw weer een F-vectorruimte V met een basis [a1,..., an]. ZiJ

voorts [v1,..., vm] een m-tupel uit V, zeg (enigszins verkort genoteerd):

161
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%1 %2 %1
o1 Gao %o
VisVpseeesVpy =[ . s - s oeee s o € (V,[a1,...,an]).
\o‘m 0"n2 Oan
Dan kunnen we aan dit m-tupel [viseens vm] toevoegen de (n X m)-matrix uit F:
(11 1 Ct12 ces C‘1m

21 %o ccr Oy

Qa

%1 n2 °*°° nm

Het is uit II.5.1 duidelijk dat zo ieder m-tupel uit V, gegeven de basis
[a1 seens an] van V, op &énduidige wijze een (n x m)-matrix uit F oplevert.

Omgekeerd induceert iedere (n X m)-matrix

uit F het m-tupel [w1,.. . wm] uit V, gegeven door:

B Bim '
w13 :wm = : > ’ : € (Va[a_l,.. s an])-
Bn1 6m‘n

II.5.6 Zij nu V een F-vectorruimte met basis [a1 seees an], W een F-vector-

ruimte met basis [b Ve bm] en ¢ : V> W een F-lineaire afbeelding van V

12
naar W. Volgens II.4k.1k is ¢ volledig bepaald door het n-tupel [w1,..., wn] =

= [¢(a1),..., ¢(an)] uit W. Als nu

%91 %2 %n
WiseeesW = : I e e(W,[b1,...,bm]),
0Lm1 0LmZ mn
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dan is dus ¢, gegeven de bases [a1,..., an] resp. [b1, ves bm] van V, res-

pectievelijk W, volledig bepasld door de (m x n)-matrix uit F

mi " mn

811 * B1n
Bm1 an

uit F geven, dan induceert deze matrix het n-tupel [w1, ‘e wn] uit W dat
gegeven is door:

B11 /B1n
WiseeeaW =00 TR e (W,lb,5.ne, bm])
Bm1 an

en dit n-tupel bepaalt volgens II.hk.1hk precies

8én F-lineaire afbeelding
¢ : V> W die voldoet aan cb(ai) =W, (i=1,..

.y 1),
We zien dus dat de (m X n)-matrices uitF &én-&énduidig corresponderen
met de F-lineaire afbeeldingen van de n-dimensionale F-vectorruimte V naar
de m-dimensionale F-vectorruimte W, waarbij deze correspondentie wordt

bepaald door de keuze van de bases van V en van W. Dit motiveert de volgende
notatie~afspraak.

II.5.7 Notatie: Is V,W een tweetal F-vectorruimten met bases [a1,. . anJ,

resp. [b,,..., b ] en is
1 m
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een (m X n)-matrix uit F, dan noteren we:
¢ = (V,[a a 1) % (w,ro b 1)
sh8qseeesy 8 sL0yseees D

voor de F-lineaire afbeelding ¢ : V -+ W die gegeven wordt

door ¢(ai) =W, (i =1,..., n), waarbij

%1 %n

WiseaasW = E s eee s E € (W’[bl""’ bmJ).
o, o,
ml mn

II.5.8 Merk op dat in de situatie van II.5.7 het aantal kolommen van A de
dimensie is van V, terwijl het aantal rijen van A gelijk is aan de dimensie
van W,

II.5.9 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding

*
¢ : R2 +]R3

die aan elke vector

toevoegt het beeld

a
1 _ *
¢(a2) = (2a1, a1-a,, a1+2a2) € R3.

In II.4.3 hebben we gezien dat ¢ een R-lineaire afbeelding is. Kies in R2 de

(1) (O
e, = 5 e, = .
1 0 2 1

de basis [f1,f2,f3] met

basis [e1,e2] met

*

Kies vervolgens inIR3

£, = (1,0,0,) H £, = (0,1,0) 5 £, = (0,0,1).
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*

Nu is ¢ bepaald door het 2-tupel [w1,w2] = [¢(e1), ¢(e2)] uit R3. Hierbij
geldt:
1 *
W= le)) = ¢(g) = (221, 1-0, 142:0) = (2,1,1) <}
en
0 *
v, = d(e)) = ¢ 1) = (2:0, 0-1, 0+2:1) = (0,-1,2) ¢ R}
zodat we vinden:
W1 = 2f1 + 1f2 + 1f3 B W2 = -f2 + 2f3,
oftewel:
2 0
=1 ®>,[f,,0.,0.1) = [-1] e ® ,[f.,f.,£.1)
W1 = € 32thyetosty H W2 = |- € 32t yelnsig .
1 2

We kunnen dus noteren:

_ A ox
¢ = (1R2,[e1,e2]) = (IR3,[f1,f2,f3])

met
2 0
A=|1 -1
1 2

We hadden natuurlijk ook andere bases kunnen kiezen, bijvoorbeeld

[&1 ,az] van IR2 en [b1,b2,b3] van R;, gegeven door:

1
a -
LA

b, = (290’1) H b2 = (O:'1:1) H b3 = (1:130)-

De afbeelding ¢ : B2 +ﬂR; wordt nu bepaald door het 2-tupel

[vj,wpl = [8(a,), ¢(a,)] uit Ry, Mu is

*

Wl = ¢(a,) = ¢(}) = (2°1, 1-1, 14241) = (2,0,3) ¢ B}

1
en
-1

wh = ¢(a2) = ¢( 1) = (2(-1), =1-1, =142+1) = (=-2,-2,1) EB;.

Nu rekent men gemakkelijk na dat geldt:
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' = = o
W ¢(a1) b1 + hbg + hb3
1 = -
L2 ¢(a2) = -b, + 2b,,
zodat wegens
=1 -1
1 = * . = *
W) e (R3,[b1,b2,b3]) 3 wé 2 e (IR3,[b1,b2,b3])
I 0

ook geldt:
= § *
¢ 082,[a1,a2]) (RB,[b1,b2,b3]),

waarbij

IT.5.10 Voorbeeld: Zij gegeven een F-vectorruimte V met basis [a1,a2,a3],
een F-vectorruimte W met basis [b1’b2’b3’bh]’ de vector '
3
v=| 2]¢ (V,[a1,a2,a3]),
=1

alsmede de F-lineaire afbeelding
¢ = (V,la,a,,a.1) % (W,[b,,b
3 'I’ 2’3 bl -I’

220350, 1)

met

1 2 3
a=|2 1 0
0 L
3 b o1

We vragen ons nu af wat het beeld ¢(v) van de vector v ¢ V is.
Uit het gegeven blijkt:
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1
_l 2

¢(a1) -(0 € (w,[b1,b2,b3,bh]),
\3

2
1
¢(a,) = 1 € (W,[b1,b2,b3,bh]),
L
3
_|o
¢(a3) = ) € (W,[b1,b2,b3,bh]).
1
oftewel:
¢(a;) =, +2b, + 3p),
¢(ay) = 2, + by + by + by,
¢(&3) = 3b’ + hb3 + by.

Voorts blijkt uit het gegeven:

v = 33.1 + 2a2 - a3.

Derhalve vinden we:

$(v) = ¢(3a, + 2a, - a3) = 3¢(a;) + 2¢(a,) - ¢(a3) =

3(b1 + 2b, + Bbh) + 2(2b1 + o, + b3 + hbh) +

2

- (3b1 + hb3 + bh) = hb1 + 8b2 - 2b_ + 16bh,

3

oftewel:
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, ,b 1),
- 127227327

\
o(v) = 8le (W,[b,,b,,b
o

II.5.11 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten met bases [a1 se sy an],

resp. [b1,..., bm] enzijn ¢ : V>Weny : V->W twee
F-lineaire afbeeldingen met

= A
¢ = (V,[a.l,..., an]) > (W,[b1,..., bm])

<
[}

B
(v,[a1,..., anJ) = (W,[b1,..., bm]),

dan is de F-lineaire afbeelding ¢ + % : V » W gegeven door

b+ = (lapneen, aD) 2B (o, v D).

Bewijs: Zij

Dan is voor elke j € {1,..., n}:

ocu. B1j

¢(aj) = f € (W,[bT,‘.., bm]) 5 w(aj) 5 € (W,[b1,..., bm]).

o . B

mJ mj
Nu is (¢ + \p)(aj) = cb(aj) + lp(aJ.) (J =1,..., n), en volgens II.5.4 geldt
voor jJ = 1,..., n:

+B ..
13 713
(¢ + w)(aj) = ¢(aj) + w(aj) = : € (W, ,..0y b 1),

+8

a . .
mj my
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Dus, als

¢+ v = (Vla,..,a 1) $ (Wb, 5 1),

dan is de jde kolom van C de kolom

+8

o_. .
\mJ mj
(j =1,.00, n). Derhalve is C = A + B en is de opmerking bewezen. [

Analoog bewijst men:

I1.5.12 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten met bases [a.1 seees an],

resp. [b1,. . bm] en is ¢ : V > W een F-lineaire afbeel-
ding met:

_ A
¢ = (V,la;,., 2 1) > (W,[o 50005 B 1)s

dan wordt voor iedere A € F de F-lineaire afbeelding

A*¢ : V > W gegeven door:

_ A
Aep = (V,[a1,.‘., an]) = (V,[b1,..., bm]).

Bewijs: Ga na! [

IT.5.13 Terminologie: Zij

8 Yy

A= B : o : D (3 #x)
S111 Ym
4 A

jde kolom k¢ kolom

een (m X n)-matrix uit F. Dan heet
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By Y A8,
B : C : D

de matrix, uit A verkregen door dejdekolom A keer op te tellen bij de k €
kolom (A € F); de matrix

A8 Yy
B : c . D

heet verkregen uit A

\e B,
B . C . D
Ym Bm

. . . d .
heet de matrix, verkregen uit A door deJdekolom en dek ekolom te verwisse-
len (dus: door K, op A toe te passen met 0 = Tgn;’ cf. I.2.24 en I.3.L7).

k]

De (m x (n-1))-matrix

. .d
heet tenslotte uit A verkregen door het weglaten van de Jj € kolom.

Analoog voor rijen.
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II.5.14 Voorbeeld: Zij

een (3 x 2)-matrix uit F. Dan is

a b+la
A' = | ¢ d+le
e f+le

uit A verkregen door de eerste kolom A (e F) keer op te tellen bij de tweede

kolom. Voorts is

en

(AT)'=(a °c )
b+la d+lc ft+le

de matrix, uit AT verkregen door de eerste rij A keer op te tellen bij de

tweede rij. Merk op dat geldt:

= (a7t

IT.5.15 Afspraask: Voor de rest van deze paragraaf spreken we af dat steeds

V en W tvee F-vectorruimten zijn van dimensie n, resp. m, en dat [a1,..., an]

(resp. [b1,..., bmJ) steeds een basis is van V (resp. W).

I1.5.16 Opmerking: Zij A een (m X n)-matrix uit F en ¢ : V> W een F-lineaire

afbeelding, zodat geldt:

= 4
¢ = (V’[a«""', an]) (Wg[b1,..., bm]).

zZij A' (resp. [a;,..., aé]) de matrix (resp. het n—tupel)

. . d
die uit A (resp. [31,..., an]) ontstaat door dek - kolom
(resp. k%€ vector) A keer op te tellen bij de 1°€ kolom
(resp. deldevector) (k #1);
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Zij A" (resp. [a?,..., ag]) de matrix (resp. het n-tupel)
die uit A (resp. [a1,..., an]) ontstaat door de k“€kolom
(resp.kdevector) met A te vermenigvuldigen (X ¢ F, AZ0);

Zij A''' (resp. [a{",..., aé"]) de matrix (resp. het
n-tupel) die uit A (resp. [a1,..., an]) ontstaat door de

d
lgekolom (resp.kdevector) en de 1% kolom (resp. 1 evector)

van plaats te verwisselen (k # 1).

Dan zijn [a;,..., aé], [a?,..., a;] en [a;",..., aé"]
bases van V, terwijl geldt:

A

(i) ¢ = (V,[a;,..., all) = (W,Lb,5enny b 1)

(i) ¢ = (V,ay,eees &) &3 (000,000, b.0)

(i) ¢ = (V,[a;"",..., at11]) Ay (W,LD,,eves b 1),

Bewijs: Volgens II.3.23, resp. II.3.25, resp. II1.3.20 is de rang van de n-—
tupels [a{,..., aﬂ], resp. [a?,..., a;], resp. [a{",..., aé"] gelijk aan

de rang van de basis [a1,..., an] van V, en dus gelijk aan de dimensie n van
V. Dus spannen de eerstgenoemde drie n-tupels volgens II.3.16 een n-dimensio-
nale deelruimte van V op, waarvan zij alle drie een basis zijn. Volgens
IT.3.11 is deze lineaire deelruimte gelijk aan V, zodat de drie n-tupels

bases zijn van V.

Zij nu
(')L11 “es 0.1n
A= . .
(¢} cee O
m1 mn

We bewijzen dan (i), (ii) en (iii) achtereenvolgens.
ad (i): Als

1 1
a11 e a1n
A' = . . ’
o' ceeoaf
m1 mn

dan is
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al. =oa,. als j #1 3

iy i .. + Aa (1 =1,..., m)

1 =
%1 % %41 ik

We moeten bewijzen dat voor iedere j e {1,..., n} geldt:

1) = [
¢(aj) a *oralh .

1
1jb1
Welmu, als j # 1, dan geldt:

! = = - LY . = '- LY ‘-
d)(aj) ¢(aj) SEPLIN + othbm a1Jb1 + + amme,

terwijl voor j = 1 geldt:
$(a}) = ¢(al) = ¢(a; + Aa) = b(s)) + Ao(a,) =

= (oaub1 o ta bm) + )\(a1kb1 + ...+ 0 bm) =

1 mk
= (o ¥ Ao )b, + e+ (g, + Ao )b =
= M ' = 1 1
aj,by + ..+ at b a1jb1 + ...+ amjbm,
zodat (i) bewezen is.
ad (ii): Als
”n "
%11 %1n
A" =] . s
a" a"
m1 ** “mn
dan is
"oz j . 'o= ] =
aij--ocij als j #k ; ol A%k (i=1,..., m).

We moeten bewijzen dat voor iedere j e {1,..., n} geldt:

” = " n
¢(aj) oc1jb1 + .. +°‘mjbm‘

Welnu, als j # k, dan hebben we:
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" = .) = I b= a. ".p .,
¢(aj) ¢(aJ) %5 %P afsby + * oy

Als j = k, dan vinden we:

"y - "y - = = =
¢(aj) ¢>(&k) ¢(>\ak) M)(a.k) >\(0L1kb1 *ootanb )
—-— = n n —
()\ocm)b1 + ..+ ()\amk)bm aly b+ + amkbm
=o".b, + +a".b
1371 mJ
zodat (ii) geldt.
ad (iii): Als
Tt T
1 e %y
AVt = . . H)
al!l all!
m1 mn
dan is:
Ty — : 5 . 1ty = . 1Yy = g I = e .
aij ai,j als j Ak en j #1 ; aly a5 ol oy (i =1, , m)

We moeten bevwijzen dat voor iedere j ¢ {1,..., n} geldt:

Welnu, als j # k en j # 1, vinden we:

[N} = = A = BR v 1 .
(b(aj ) 4>(aj) a1jb1+...+o¢mme ol b, + +amJ b

Als j = k,dan geldt:

o(al’) =o(al') = 9(a)) =a, b + ... +a b =

1 L} = l!! cee + ll_l
u1k b1 + ... + 0 b a1J b1 + o, j b >

terwijl, als j = 1:
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¢(a5")

L]
-
[

-
<

n
-©-
®

.

]
QR
o’
+
+
Q
o'

]

11 + ...+ Q' =q'!! + ...+ o'
all b1 OLmZL bm a13 b1 0"mJ bm’

waarmee ook (iii) bewezen is. O

II.5.17 Opmerking: Zij ¢ een F-lineaire afbeelding van V naar W en A een

(m X n)-matrix uit F zodat

- y A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (W,[b1,..., bm]).

Zij A' de matrix die uit A ontstaat door de kderi' A keer
£1J rij A Xeer

op te tellen bij de 1%®rij (k # 1, A e F). 2ij

[b!,..., b'] het m-tupel uit W dat uit [b. ,..., b ] ont-
1 " ! o Tde

staat door de ldevector -\ keer op te tellen bij de k

vector. Dan is [b;,..., b&] een basis van W en:
A'
¢ = (V,[a1,..., an]) = (w,[b;,..., b&]).
Bewijs: Volgens II.3.23 hebben [b%,..., b&] en [b1,..., bm] dezelfde rang.

Omdat [b1,..., bm] een basis is van W is deze rang m. Volgens II.3.16 en
I1.3.11 is [b{,..., bé] dan een basis van W (ga na!). Als

11 Tn
A= . s
a cee O
m1l mn
dan is
] 1
%11 et %4
we A
o' A
m1 mn
waarbij
'. = a.. i R ', =0,. + A0 . ] = e *
alJ alJ als i #1 ; alJ 13 akJ (j=1,...,n) (%)

Ook is gegeven:
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b! = b, als i Zk ; by = b - Aby (%x)
en we moeten laten zien dat geldt:
= ! . ! LN ! . ' j = LY .
¢(aj) ajspy ¥ * Opsby (3 =1,..., n)

Welnu, voor elke j e {1,..., n} hebben we, rekening houdend met (*) en (**):

¢(aj) ol PLME RPN ooy = E o by =
=0 .b +a..b + ) O..b, =
kJ k 1371 37k 1J 1
i#1
= (p! + L . ..b. =
akJ(bk Ab,) + (alJ AakJ)bl + _Z o 5bs
i#k
X i#£1
=a .b' +a'.b. + a..b. =
k) 'k 1571 17k 1J 1
SO
=o'.b! +o!.b! + al!.b! = al!.b! =
k] k 1)1 i;/lil ;i
171
=q!' ' 1 1
aub1+...+%w%ﬂ

zodat de opmerking bewezen is. []

II.5.18 Opmerking: Zij ¢ : V > W een F-lineaire afbeelding en A een (m x n)-

matrix uit F, zodat

_ A
¢ = (V,lay,..., a 1) = (Wb ..., b 1).

Zij A' de matrix die we uit A verkrijgen door de kde rij

met A te vermenigvuldigen (A e F, X # 0). 2ij [b1',..., bx;]
het m-tupel uit W dat uit [b -» b, ] ontstaat door de

ERE

kde vector met 71\— te vermenigvuldigen. Dan geldt:
[b!y..., b'] is een basis van W en:
1 m -

¢ = (V,lag,..., a1) Al (W,[bJ,...s BI1).

Bewijs: Volgens II.3.25 hebben [b1,..., bm] en [b1',..., bn'lj dezelfde rang.
[b1,..., bm] is een basis van W, dus is deze rang m. Uit II.3.16 en II.3.11
volgt dan dat [b"l""’bz;a] een basis is van W. Als
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Oyq - o
A = B
% %n
dan is
1 1
1 e %y
A' =
s
a' .eooal
m1 mn
waarbij
! = . 1 '-= - .= s 0 .
4, =0 als i £k en o AakJ (j = 1,000, n)
Ook is gegeven dat geldt:
. 1
1 = . 1 =
bi =D, als i £k ; by =% by -

We moeten bewijzen dat voor iedere j ¢ {1,..., n} geldt:

= ! ht! N
¢(aj) a1jb1 + ...+ amjbm'

Welnu, kies j ¢ {1,..., n}. Dan volgt

¢(aj)

L A LI § osby = oy by + Y a..b. =

)+ Jo..b. =oa'.b! + ) alb!=
i 1 1 k) k i 1J 1

(% o) (Ao

al!.b! =al.b! + ... +0'.b'
£ iji 131 mj m?

zodat de opmerking geldt. 0O

I1.5.19 Opmerking: Zij ¢ : V » W een F-lineaire afbeelding en A een (m x n)-
matrix uit F zodat

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (W,[b1,..., bm]).

zij A' (resp. (oyseees bi]) de matrix (resp. het m—tupgi)

die we uit A (resp. [b1,..., bm]) verkrijgen door de k
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rij (resp. kde vector) en de 1de rij (resp. 1%€ vector) van

plaats te verwisselen. Dan is [b;,..., b%] een basis van
W en er geldt:
]
¢ = (V,la,,.. 4

s anJ) = (w,[b;,..., b&]).

Bewijs: Volgens II.3.20 hebben [b;,

Omdat [b

. bé] en [b
1reee

12000 bm] dezelfde rang.
. bm] een basis is van W,is deze rang m. Volgens II.3.16 en
II.3.11 is dan [b{,..., bﬁ] een basis van W. Als

Ogq e o
A= . . s
[¢] e O
m1 mn
dan is
' ]
G e Oy
A' = . ’
o' . o
m1l mn
waarbij
! = . 1 R ' = . s ', = . j = oo
of <ﬁJau iZAx,1 oy ; a5 3 o5 am (j=1,00., n)
en we moeten, wetende dat
' = 3 . L 1 =
bl = b, als i # k,1 5 by = b, ; bl =D,
bewijzen dat voor iedere j € {1,..., n} geldt:
=qq! 1 ' '
¢(aj) a1J.b1 + ...+ “mjbm'
Welnu,
.) = .b, + + = .. =
¢(a;) = 0 b, @ b gal,_]bl
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= LS 1 1 1 t = ! =
lJbl O('kak ';éka b ZalJbl
i#1
=al.b! + ... +0a'.p',
1371 mJ m?

zodat de opmerking bewezen is. []

II.5.20 Voorbeeld: Beschouw de bases [e1 2€5s€3 ], resp. [f f2:| van de R-

vectorruimten ]R3, resp. ]R2, gegeven door:

1 0 0
e, ={0 3ey =0 3 eg = 0 ;fT=(1,O);f2=(O,1).
0 0 1

Zij

en ¢ : ]R3 ->ZRZ de R-lineaire afbeelding, gegeven door
= (R,,[ 14 ®E e,
¢ = Bysleqiepeg 2>[Fq5550)- (*)

Tel in A de eerste rij 2 keer op bij de tweede rij. We krijgen de matrix
1 0 3
A‘l =
b L
A

¢ = BRy,le;,ep.e,]) .l (R,L£,-25,,5,1).

en we vinden:

Verwissel nu in A1 de tweede kolom en de derde kolom. We krijgen de matrix

en er geldt:
A,
¢ = (IR3,[e1,e3,62]) — (1R2,[f1—2f2,f2]).

Tel in A2 de eerste kolom bij de derde kolom op:
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dan geldt:
Aj *
¢ = GR3,[e1,e3,e2+e1]) (B,,[f,-2f,,f,]).

Vermenigvuldig tenslotte de tweede rij van A3 met 2:
' 13 1
A, = .
Y ls 8 10

Ah * ,
+e13) —»—(Rg,tf1-2f2,§f2]). (%)

Dan geldt:

¢ = (R3,[e1,e3,e2

Ter controle berekenen we het beeld van de vector

onder ¢ volgens (*) en volgens (*x):

Er geldt: a = e, + e, + e_,zodat volgens (*) geldt:

1 2 3
¢(a) = ¢(e,) + ¢(e,) + ¢(e3) =
= (f1 +of,) + (fg) + (3f1 - 2f2) = Lr, + £, =

4(1,0) + (0,1) = (4,1).

Ook geldt: a = g + (e

o ¥ e1),zodat we volgens (**) vinden:

¢(a) ¢(e3) + (e, + o)) = (3¢, - of,) + 8(%f2)) +

1 = =
+ ((f1 -2of,) + 10(2f2)) = hf1 + £, =

= 4(1,0) + (0,1) = (k,1).
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II.5.21 Definitie: Zij B een (m X t)-matrix uitF en A een (t X n)-matrix

uit F, zeg:
B” BH: %4y eeo0
B=|. . s A= : .
Bm1 o Bmt %1 * %tn

Y1 o0 Yip
C = . Py
Ym1 v Ymn

waarbij voor elke i € {1,..., m} en elke j € {1,..., n}

Yij gegeven is door:

t
Yij = Biq%y * Biplpy toeee + B0 = k§1sik°‘kj'

(Vergelijk het schema:

11 ceeeee Bog %11 15] ** %n
: : : %; :
.de .. . .
Biy Bip - Big [[F1 i 5 ¢ : .
: " Clt.l . ottJ. co ottn
. . ,f
Bm1 ceene Bm J kolom
Y11 cseae . . 'Y1n
; ide .. )
: Yij ek rij .
Ygq ceeveeees Yan
.de +
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De (m * n)-matrix C heet het produkt van B en A en wordt

genoteerd met:

C = BA .
II.5.22 Voorbeeld: Als
4 o 3 D -
B=|3 4 : A=[(1 0 -1 7
2 -1 5 8 1 L 6 1
1 2 1
Dan vinden we:
L o 3 o 3 2 s 32 15 4 38 11
Bea=|3 2 4|1 o 7 - [%0 13 8 53 1k
2 -1 5 8 1 4 6 1 b3 11 17 33 7
12 1 12 4 o0 25 T

II.5.23 Merk op dat het produkt B°*A van twee matrices B en A uit F alleen
dan in II.5.21 gedefinieerd is,als het aantal kolommen van B gelijk is aan
het aantal rijen van A, Een gevolg hiervan is dat niet voor elk tweetal
matrices B,A uit F het produkt B*A of het produkt A+B gedefinieerd behoeft
te zijn. Ook als B+A wel gedefinieerd is, dan behoeft A°*B niet gedefinieerd

te zijn. Bijvoorbeeld, als

dan zijn A*B en B°A beide gedefinieerd; is A°C wel,maar C*A niet gedefini-
eerd, en zijn noch C*B, noch B*C gedefinieerd.

Vervolgens blijkt uit de definitie II.5.21 dat, als A,B twee matrices
zijn uit F zodat hun produkt B*A gedefinieerd is, het aantél kolommen van
B°A gelijk is aan het aantal kolommen van A en het aantal rijen van B-A
gelijk is aan het aantal rijen van B. Is B een (2 x 3)-matrix en A een
(3 x 2)-matrix, dan is B*A een (2 X 2)-matrix en A*B een (3 x 3)-matrix. Hier

ziet men bovendien dat in dit geval A-B # B+A is. Voorbeeld:
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—_
—_
n
w
=
1

8
18
2

15

9
19
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II.5.24 Opmerking: Zijn A en B twee matrices uit F zodat B-A gedefinieerd is,

Bewijs: Zij

dan is:

waarbij voor elke i € {1,..., n}, k e {1,..., t}en j € {1,..., m} geldt:

Omdat AT t kolommen heeft en BT t rijen, is het produkt AT'BT gedefinieerd.

Als we noteren:

dan is ook het produkt AT-BT gedefinieerd en er geldt:

1
. 0L1t

.

al
nt

al!. =
ik

0.

= (B-a)T.

Ogq e

s oA=d
U.t1 .

|
Bl ven

T .

s Y=

]
Bly e

. T
ki > By T Byke

(let op de aantallen kolommen en rijen!), dan geldt:

]
B1m

Bim
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t
Yij = k£1 Bikakj (i e {1,...,m}, je{1,..., n})
en
t
i = k£1 al ﬁj (ie {1,..., 0}, Je{1,..., m}).

Bijgevolg vinden we voor iedere i € {1,..., n} en elke j € {1,..., m}:

t
-

t
635 = k§1 %ixPrj T kz1 L 8

&~

W ki T Vi

zodat inderdaad geldt:

A% gl = (B'A)T. O

IT.5.25 Opmerking: Zijn V, W en U drie F-vectorruimten met respectievelijke

bases [31,..., an], [b1,..., bm] en [c1,..., cp], en zijn
A en B twee matrices uit F, terwijl ¢ : V>Wen ¢ : W~> U

twee F-lineaire afbeeldingen zijn, zodat geldt:

= A
¢ =(V,la;s.ees 8 1) > (Wylbsen, B 1)

<
]

B
(W,[b1,..., bm]) > (Uyleqsenes cp]),

dan is

Yoo¢ = (V,Ea1,..., an]) B4 (U,[c1,..., cP]).

Bewijs: A is een (m x n)-matrix en B is een (p x m)-matrix (cf. II.5.8),
zodat het aantal kolommen van B gelijk is aan het aantal rijen van A. Dus is

de produkt-matrix B+A gedefinieerd (en heeft p rijen en n kolommen). Zij nu:

%1 et %y Big ver B
A= . ; B=|.
ml %nan Bp1 .t Bpm

Dan is
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Y e Yin
BA =] . :
Yp1 . an
met
m
\(ij=kz1 Biko‘kj (ie{1,..., 0}, € {1,..., n}).

We moeten bewijzen dat voor iedere j e {1,..., n} geldt:

(Y o ¢)(aj) = Y3t Yosla e T Y50l (%)
Welnu,
m
¢(aj) =050 * GUpsby *oenn t %y iPn = kz1 Oy 5y
Dus:
(b o ¢)(aj) = w(¢(aj)) = w(a1jb1 * oDy bl amjbm) =
= 01j¢(b1) + a2j¢(b2) + .00+ amjw(bm) =
I
= o .y(b, ).
k=1 K
Nu is voor iedere k ¢ {1,..., m}
w(bk) = B1k°1 + szcg ool F Bpkcp.
Derhalve:

m
(¢ ¢)(aj) = RL akj(61kc1 * By Co bl ¥ Bpkcp) =

m m -
) (kZ1 “ifucder * (k§1 %eiar)ep * e+ ( 21 % 3Bpi)ep =

(lil ) <HZI ) lf
= B, 0 :)e, + BoyOo s)ey + uuy + ( B
k=1 Tk'kj’ 1 k=1 2k"kg' T2

k=1 Pkakj )Cp =



186

= Y1J.c1 + Y2j°2 + ...+ ijcp

zodat (*) en daarmee de opmerking bewezen is. []

II.5.26 Opmerking: Zijn A, B en C drie matrices uit F zodat A*B en B°C gede-
finieerd zijn, dan zijn A*(B*C) en (A*B)-C gedefinieerd

en er geldt:

A*(B*C) = (A*B)*C.

Bewijs: Het aantal kolommen van A is het aantal rijen van B en het aantal
kolommen van B is het aantal rijen van C. Zij A een (m x n)-matrix, B een
(n x p)-matrix en C een (p x q)-matrix.

Kies nu F-vectorruimten UT’ U2, U3, Uh van dimensie m, resp. n, resp. p,
resp. q en respectievelijke bases [c1,..., cm], [d1,..., dn], [e1,..., ep]
en [f1,..., fq]. Dan kunnen we F-lineaire afbeeldingen ¢ : Uh > U3,

L/ U3 > U2 en & : U2 -> U1 definiéren met:
U, (Uh,[f1,..., fq])
lo e
U3 (U3,[e1,..., ep])
b - e
U, (U,,08,5..., 1)
I A
U

1 (U1,[c1,..., cm])

Dan volgt, door herhaald toepassen van I1I1.5.25:

(E oY) o= (Uh’[f1""’ fq]) Ezjggtg (U1,[c1,..., cm])
en analoog
Eo (P og)= (Uh,[f1,..., £f]) —— QP N

A+ (B-C)

Volgens I.1.25 is & o (P o ¢) = (£ o Y) o ¢ zodat A*(B°C) = (A*B)*C (vgl.
I1.5.6). O

I1.5.27 Opmerking: Is A een (m X t)-matrix uit F en zijn B en C twee (t X n)-
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matrices uit F, dan is

A+(B + C) = A*B + A°C.

Bewijs: Kies drie F-vectorruimten U1, U, en U, van dimensies n, t resp. m

2 3
met respectievelijke bases [c1,..., cn], [d1,..., dt] en [e],..., em], als-

mede de drie F-lineaire afbeeldingen o : U2 - U3, B : U1 - U2 eny : U1 > U2,

gegeven door:

U (U1,[c1,..., c 1)
Bl Ly Bl
u, = (U2,[d1,..., dt])
lu lA
U3 (U3,[e1, ves e 1),

Dan is, volgens II.5.11:
B +
B+ vy = (U1,[c1,..., c 1) BE+g (Uy,0ds.ee, a,1) (%)
en, volgens II.5.25 en II.5.11:

QoB + ooy = (U1,[c1,..., c 1) (U3,[e1,..., e 1. (*x)

—_—
A<B+A-C

Voorts volgt uit (*) en II.5.25:

ao(B+y) =(U.,[c. ,0ue, ¢ 1) — (U e sy, e 1) (%)
1 1 n A-(B+C) 3 1 m
Uit (**) en (#**) volgt, lettend op II.5.6, dat het voldoende is -opdat
A*(B + C) = A*B + A*C- om te bewijzen dat de F-lineaire afbeeldingen
oo (B+7y) : U, > U3 enaofB +0 o0y u, > U3 gelijk zijn. We moeten dus
laten zien dat voor iedere vector u e U, geldt: (a o (B + v))(u) =

= (a o B+ aoy)(u). Welnu,

]

(oo (B+Y))(u) = a((B+Y)(w)) = a(B(u) + y(u))

a(B(w)) + a(y(uw)) = (aeB)(u) + (aoy)(u) =

(aeB + aey)(u),
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zodat de opmerking geldt. [

II.5.28 Opmerking: Zijn A en B twee (m X t)-matrices uit F en is C een

(t x n)-matrix uit F, dan geldt:

(A + B):C = A*C + B-C.
Bewijs: Bewijs dit zelf analoog aan het bewijs van de voorgaande opmerking. [

II.5.29 Opmerking: Is A een (m X t)-matrix en B een (t x n)-matrix uit F en
is A € F, dan geldt:

(M) B = A(A*B) = A*(AB).
Bewijs: Ga na! [

II.5.30 Opmerking: Is A een (m X n)-matrix uit F, dan geldt:

AT = A =1 °A.
n m
Bewijs: Z2ij ¢ : V > W de F-lineaire afbeelding, gegeven door (cf. II.5.15)
_ A

¢-(V,[a1,..., an])+(w,[b1,...,bm]). ()

De lezer ga met behulp van II.5.4 na dat
I

idV = (V,[a1,..., an]) 3 (V,[a1,..., an])

en dat

I
m
(W,[bv..., bm]) = (W,[b1,..., bm]).

iay

Volgens II.5.25 is dan (ef. I.1.32):

A°I
¢ =¢ °id, = (V,lap,..., 2 1) —5 (W,lbyseees b 7) (%x)
1A
¢ =iq; ° ¢ = (v,la},..., a 1) — (W[ 50005 B 1), (*xx)
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Uit (%), (**) en (%**) volgt dan, gelet op II.5.6, dat A = Al =1 °A, zo-
dat de opmerking bewezen is. [

IT.5.31 Als A een (m x n)-matrix is uit F, en B is een (n x 1)-matrix uit F,
zeg:

%11 © % 8,
A= . . B B = ’
o, ... O 8
m1 mn \'n
dan is
G oeee %) /By Yy
A*B ={ . . . =
%n1 : OLmn 8n Y
een (m x 1)-matrix uit F met
Y=oy B +ain6n=j§1 aijsj (i =1,..., m)

(ga na!). Er geldt (cf. II.5.15 voor de notatie):

II.5.32 Opmerking: Is ¢ een F-lineaire afbeelding van V naar W en is

S EREEREI
A= .

[0} e QO

m1 mn

een (m X n)=-matrix uit F zodat

_ A
¢ = (V,lap,..., a 1) > (W,lb, e, b 1)

dan geldt voor iedere vector v e V, gegeven door

Hy

v=. € (V,[&1,---s an])

.

un
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dat voor het beeld ¢(v) € W van v onder ¢ geldt:

¢(v)
Bewijs: Als we noteren:
%91
0tm1
dan is volgens II.5.31:
A =
i

We moeten bewijzen dat ¢(v)

o(v) = olwa, + .o +ua ) = wéla) + ...

n
= 321 uj¢(aj

).

Voor elke j € {1,..., n} geldt:

o(a.) = a1jb
zodat we vinden:
n
() = ] wilap, ¢
J=1
)
= ( .o, )b, + oL
=1 J 13
)
= ( o, .u.)b, +
=1 1373771
= A1b1 e ? >\mbm’

zodat de opmerking geldt. []

€ (W,[b1,..., bm]).

.+ A Db . Welnu,
m m

.. +ta .b,
mj m

+ un¢(an) =
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I1.5.33 Voorbeeld:Laten [e1,e2,e3] en .[f1,f2] de bases van B; resp. B; zijn,

gegeven door:

e, = (1,0,0) 3 e, = (0,1,0) ; ey = (0,0,1) 3 £, =(1,0) ; £, = (0,1).

3 -1 4
A =
2 0 3

de R-lineaire afbeelding, gegeven door:

Zij

*

R, >R
en ¢ : 3 5

¢ = (R3,[e,,e0,e51) % (R),LE,,£,0).

*

Zij v = (L4,L4,3) 51R3. Wegens v = ’-le1 + he2 + 3eg is

In
v = h>e (]R;,[e1,e2,e3]).
3

Dan is

4 20 N

| = € CIR2,[f1,f'2]) ,
3/ \1T

oftewel:

*
o(v) = 20f, + 17f, = (20,17) €R,.
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Lijst van symbolen

aeV

a ¢V

{a | a voldoet aan A}
N

e a 9w N

{a1,..., an}
Vew

W

nw

W
VoW
fw
Im(f)

gof

< R << <«
c

idy
f-1
VIW
Vv, I ...0IIv

1 n
Vn
{1,..., n}
Cp(1),...5 p(n)]

[v1,..., vn]

{n)

1,J
N(o)
N[k1,..., kn]
sign(o)
sign[k1,..., kn]
R

m,n
sign(Ww)

n
T

Bs

I.1.1
I.1.2
I.1. 3
I.1. 5
I.1. 5
I.1.5
I.1. 5
I.1. 5
I.1. 6
I.1. 7
I.1.10
I.1.12
I.1.14
I.1.16
I.1.17
I.1.18
I.1.23
I.1.28
I.1.35
I.1.43
I.1.4L
I.1.45
I.2. 1
I.2. 3
I.2. 3
I.2.11
I.2.24
I.2.39
I.2.39
I.2.41
I.2.41
I.3. 2
I.3.21
I.3.26
I.3.32
I.3.3k4
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Ky I.3.47
AT I.3.51, I.4.19
A(W) I.h, 1
det(A) I.4, 3
I I.L. 6

n
F II.1. 1
s, II.1. 3
Mk’l IT.1. 4
E, II.1. 8
M lGF) II.1.2L4
M ®R) II.1.2k4
Mk’l(m) II.1.24
BE II.1.25
Rn II.1.26
mg IT.1.27
c II.1.28
[a1,..., 8.,..., a1 I1.2.10

1 n

d:LmF(V) I1.2.36
E, II.3.29
Ker(¢) II.L.21
¢ +Y II.L.30
ard II.4.32
MF(V,W) II.L.34

A

Coe (V,[a1,..., an]) II.5. 2

A

n A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (W,[b1,..., b 1) II.5. 7
B-A II.5.21
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Index

Abelse groep

Automorphisme

Basis

Beeld (van een element)

Beeld (van een verzameling)
Bijectief

Binaire operatie
Bovendriehoeksmatrix

Complexe scalaire vermenigvuldiging
Complexe vectorruimte
Deelverzameling

Determinant

Diagonaalmatrix

Dimensie

Doorsnede

Eenheidsmatrix
Eenheids-n-permutatie
Endomorphisme

Even permutatie

Even roostertransformatie
n-Greep

Getransponeerde matrix
Hoofddiagonaal (van een vierkante matrix)
Hoofddiagonaal (van een vierkant rooster)
Identieke afbeelding
Injectief

Inverse afbeelding

Inverse (van een element)
Inverse (van een n-permutatie)
Isomorphisme

Kern

Kolom (van een matrix)

Kolom (van een rooster)
Lineair afhankelijk stelsel
Lineair onafhankelijk stelsel

Lineaire combinatie

I1.2.12,

I.Lk.19,

I .1.39
II.1. 5
I1.2.33
I .1.17
I.1.18
I.1.22
II.1. 2
I .k.25
II.1.16
II1.1.30
I.1.7
I .43
I .kh,25
I1.2.36

I .1.30
II.Lk.21
I.3.11
I.3.6
II.2.25
1I1.2.18
I11.2.15



Lineaire deelruimte

Lineaire deelruimte (opgespannen door ...)
F-lineaire afbeelding

F-lineair automorphisme

F-lineair endomorphisme

F-lineair isomorphisme

F-lineaire ruimte

(m x n)-Matrix

Nulelement

Onderdriehoeksmatrix

Oneven permutatie

Oneven roostertransformatie

Operatie

Optelling (in een abelse groep)
n-Permutatie

n-Permutatie (op kolommen van een rooster)
n-Permutatie (op rijen van een rooster)
Product (van matrices)

Product (van verzamelingen)

Rang

Reéle scalaire vermenigvuldiging

Reéle vectorruimte

(m x n)-Rooster

Roostertransformatie

Rij (van een matrix)

Rij (van een rooster)

Samenstelling (van afbeeldingen)
F-scalaire vermenigvuldiging

Schema (van een n-permutatie)

Schema (van een n-tupel)

Sur jectief

Toepassing (van een permutatie)
Toepassing (van een roostertransformatie)
Transpositie (van een rooster)

n-Tupel

Vector

F-vectorruimte

Vereniging (van verzamelingen)
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II.3. 1
II.3.1L4
II.L. 1
II.L4.10
II.k4.10
II.4.10
II.1.20
I.3.9
II.1. 9
I .k.25
I.2.h
I .3.53
I1.1.13
II.1. 9
I.2.6
I .3.4b
I .3.3L
II.5.21
I .1.4
II.3.15
II.1.16
II.1.30
I.3.2
I .3.25
I .3.10
I.3.5
I.1.23
I1.1.15
I.2.6
I.2.3
.1.20
.2.12
.3.31
.3.32
2.2
I1.1.30
II.1.29
I .1.14

H H H H H
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Verwisseling
Vierkant rooster
Vierkante matrix

(stelsel) Voortbrengenden

*

I .2.26
I.3.7
I.3.12
I1.2. 2
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